Introduction generate 


La tache la plus difficile de ce cours est de definir le mot 
’’statistique” 

Citations humoristes : 

- la statistique est la premiere des sciences inexactes. 

- c’est I’art de mentir mathematiquement. 

- je ne crois aux statistiques que lorsque je les ais 
moi-meme falsifies. 


Definition 


La statistique est un ensemble de techniques 
mathematiques permettant de recueillir, decrire et 
interpreter des donnees statistiques, pour pouvoir en 
deduire des previsions et des decisions. 


La statistique comporte deux aspects : 

La Statistique descriptive : C’est I’ensemble des methodes 
de collecte et traitement des donnees statistiques relatives 
a un echantillon, sans chercher a etablir des previsions 
pour une population plus grande. 


La description des donnees peut se faire par : 

9 Line presentation sous forme detableaux. 

• Une representation graphique. 

9 Un resume numerique par le calcul de certaines 
grandeurs typiques (moyenne, variance, ...). 

• Une etude des eventuelles correlations entre variables. 


La statistique inferentielle : C’est I’ensemble des methodes 
qui permettent a partir de I’etude d’un echantillon d’induire 
des informations sur une population plus grande. 

« Elle necessite un choix judicieux de I’echantillon : il doit 
etre representatif de la population (cf. exemple des 
elections americaines de 1936). 

« Elle utilise des modeles theoriques de reference : les 
lois de probabilites. 


La statistique trouve ses applications dans plusieurs 
domaines scientifiques de differentes natures : economie, 
biologie, chimie, physique, sociologie, medecine, industrie, 


Objectif de ce cours : 

• Comprendre les principales techniques de la statistique 
descriptive a une dimension et a deux dimensions. 

• Etre capable de mettre en oeuvre ces techniques de 
maniere appropriee dans un contexte donne. 

9 En resume, Au bout de ce cours, I’etudiant doit etre 
capable de repondre aux questions suivantes (Voir TD) 


Exercice 1 


La temperature dans une region A est relevee chaque jour, 
a la meme heure, pendant une annee. Les resultats 
obtenus sont rassembles dans le tableau suivant : 


Temperature 

20 

22 

23 

25 

26 

27 

29 

30 

32 

Nombre de jours 

10 

15 

30 

40 

55 

70 

60 

50 

35 


O Preciser la population etudiee, le caractere etudie et sa 
nature. 


Q Tracer les diagrammes qui permettent de representer 
cette distribution statistique. 

O Determiner les parametres de tendance centrale et les 
parametres de dispersion des temperatures dans la 
region A. 


Exercice 2 


La distribution conjointe d’un groupe d’etudiants selon la 
note obtenue en module de statistique (caractere X) et le 
nombre d’absence aux cours et travaux diriges (caractere 
VO est representee dans le tableau suivant : 


Y 

X 

0 

1 

2 

3 

4 

[0,6[ 

0 

4 

3 

8 

12 


[6, 1 0[ 

3 

7 

10 

12 

18 


10,12 


6 

8 

9 

8 

7 


12,14 


7 

6 

5 

3 

2 


14,16 


8 

3 

2 

0 

0 


16,20 


9 

4 

1 

0 

0 


Q Completer ce tableau avec les distributions marginales 
des deux caracteres X et Y. 

Q Tracer I’histogramme et calculer le mode de la 
distribution marginale de X. 

Q Tracer la courbe cumulative et calculer la mediane de 
la distribution marginale de X. 

Q Quelle est la proportion des etudiants : 

a) ayant valide le module de statistique 
(note superieure a 10) ? 

b) n’ayant pas valide le module de 
statistique (note comprise entre 0 et 7) ? 

c) ayant obtenu un rattrapage (note 
comprise entre 7 et 10) ? 

O Calculer la moyenne et la variance de la distribution 
marginale de X. 


O Calculer la moyenne et la variance de la distribution 
marginale de Y. 

Q Calculer les moyennes conditionnelles de X pour 
chaque valeur de Y. Conclure. 

O Calculer la covariance des deux variables X et Y. 

Q Determiner la droite de regression de X en fonction de 

Y. 

Q Calculer le coefficient de correlation lineaire. 
Commenter. 


Plan du cours 


Q Statistique descriptive a une dimension (series simples) 
9 I- Definitions 

9 II- Organisation des donnees 
9 11.1- Tableaux statistiques 
9 11.2- Representations graphiques 
• III- Reduction des donnees 
9 111.1- Parametres de position 
9 III. 2- Parametres de dispersion 

Q Statistique descriptive a 2 dimensions (series doubles) 
9 I- Definitions 

9 II- Parametres d’une serie double 
9 III- Ajustement 


■ : Probabilites et Statistiqi 


UNIVERSITE HASSAN II DE CASABLANCA 
FACULTE DES SCIENCES ET TECHNIQUES 



STATISTIQUE DESCRIPTIVE 

Pr. Abdelhak FAHSI 


Departement de Mathematiques 


Introduction generate 


La tache la plus difficile de ce cours est de definir le mot 
’’statistique” 

Citations humoristes : 

- la statistique est la premiere des sciences inexactes. 

- c’est I’art de mentir mathematiquement. 

- je ne crois aux statistiques que lorsque je les ais 
moi-meme falsifies. 


Definition 


La statistique est un ensemble de techniques 
mathematiques permettant de recueillir, decrire et 
interpreter des donnees statistiques, pour pouvoir en 
deduire des previsions et des decisions. 


La statistique comporte deux aspects : 

La Statistique descriptive : C’est I’ensemble des methodes 
de collecte et traitement des donnees statistiques relatives 
a un echantillon, sans chercher a etablir des previsions 
pour une population plus grande. 


La description des donnees peut se faire par : 

9 Line presentation sous forme detableaux. 

• Une representation graphique. 

9 Un resume numerique par le calcul de certaines 
grandeurs typiques (moyenne, variance, ...). 

• Une etude des eventuelles correlations entre variables. 


La statistique inferentielle : C’est I’ensemble des methodes 
qui permettent a partir de I’etude d’un echantillon d’induire 
des informations sur une population plus grande. 

« Elle necessite un choix judicieux de I’echantillon : il doit 
etre representatif de la population (cf. exemple des 
elections americaines de 1936). 

« Elle utilise des modeles theoriques de reference : les 
lois de probabilites. 


La statistique trouve ses applications dans plusieurs 
domaines scientifiques de differentes natures : economie, 
biologie, chimie, physique, sociologie, medecine, industrie, 


Objectif de ce cours : 
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capable de repondre aux questions suivantes (Voir TD) 
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30 
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Y 
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0 

1 

2 

3 

4 
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0 

4 

3 

8 

12 
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7 

10 

12 
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8 

9 

8 

7 
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7 

6 

5 

3 
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3 

2 

0 
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9 

4 

1 

0 
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Chapitre 1 


Statistique descriptive a une 
dimension 


(Series simples) 



I- Definitions 


II- Organisation des donnees 


III- Reduction des donnees 


1. Population (notee P) : Ensemble des individus (personnes 
ou objets) sur lesquels on veut effectuer I’etude statistique. 

Exemple 

- Les etudiants d’une universite 

- Les vehicules automobiles vendues au Maroc en 2007 

- Les accidents sur I’autoroute au mois d’aout. 


II- Organisation des donnees 


III- Reduction des donnees 


2. Individu : Tout element (notee u) de I’ensemble P s’appelle 
un individu. 

3. Echantillon : Groupe resreint d’individus preleves dans la 
population definie au prealable (sous-ensemble de P). 

On etudie un echantillon lorsque la population est impossible 
(ou tres difficile) a etudier dans son integralite. 


4. Caractere statistique (note X, Y, . ..) : Caracteristique 
relative a chacun des individus de la population, que Ton 
decide d’observer et analyser. 


Exemple 

- Le poids des enfants ages de 5 ans dans une region, 

- Le salaire mensuel des employes d’une entreprise, 

- La couleur des voitures vendues au Maroc en 2010, 

Dans une meme etude statistique, on pourra considerer 
plusieurs caracteres simultanement sur une meme population. 


II- Organisation des donnees 


III- Reduction des donnees 


On distingue deux types de caracteres : 

• Caractere qualitatif : C’est un caractere non mesurable. 
Les valeurs du caractere ne sont pas numeriques. 

Exemple 

La couleur, la nationality la situation familiale, . . . 

• Caractere quantitatif : C’est un caractere mesurable a 
valeurs dans R. 

Exemple 

Le poids, la taille, le salaire, . . . 
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: Probability et Statistique 


II- Organisation des donnees 


III- Reduction des donnees 


Remarque : 

Dans la suite de ce cours, on n’etudiera que les caracteres 
quantitatifs, les autres peuvent s’y ramener par un codage. 

Ainsi, dans la suite, un caractere X designe tout simplement 
une application: 

X : P — ^ R 


II- Organisation des donnees 


III- Reduction des donnees 


5. Modalites (notees xj ) : toute valeur prise par le caractere X 
s’appelle modalite de X. 

L’ensemble des modalites d’un caractere X (valeurs distinctes 
prises par X) est note : 

X(F) = {xuXz,...,x k } 

k designe le nombre de modalites de X. 

Exemple 

- Le caractere "X = puissance fiscale (en CV)” peut avoir 
comme modalites : 6, 7, 8, 9, 10, 11 etplus. 
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II- Organisation des donnees 


6. Effectif (note nj) : L’effectif d’une modalite x,- est le nombre 
d’individus presentant cette modalite, (n,- = card{X~' [ {x,})). 

L’effectif total, note N, est le nombre total des individus de la 
population (appele aussi taille de la population). On a : 
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II- Organisation des donnees 


7. Effectif cumule (note A/,) : On suppose les modalites 
ordonnees : 

*1 <X 2 < ... <X k 

L’effectif cumule d’une modalite x, est le nombre d’individus de 
la population pour lesquels la valeur du caractere est 
inferieure ou egale a x-„ (A// = carc/(X _1 {x 1 ,x 2 , . . .,x,}). On a : 

N, = rij = Ni_i + rij 
;=1 


% 
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II- Organisation des donnees 
III- Reduction des donnees 

8. Frequence ou proportion (notee fj ) : La frequence d’une 
modalite x„ est le rapport fj = 

C’est la proportion des individus de la population presentant 
cette modalite. On a : 




Remarque 

La frequence fj appartient a I’intervalle [0,1]. 

Parfois, on note les frequences en pourcentage (avec le 
symbole %) en les multipliant par 100. 
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II- Organisation des donnees 


III- Reduction des donnees 


9. Frequence cumulee (notee F,) : La frequence cumulee 
d’une modalite x,- est la proportion d’individus pour lesquels la 
valeur du caractere est inferieure ou egale a x , : 


Fj = 


Ni 

~N 


H 


II- Organisation des donnees 


III- Reduction des donnees 


Remarque 

® Lorsque le nombre des modalites d’un caractere est eleve 
(superieur a 1 5), on est generalement conduit a regrouper 
les modalites en classes de la forme : 

[a, ; a, + i[ (ou ]a, ; a /+ i]), 

9 Les classes [a,-; a /+1 [ peuvent avoir une meme amplitude 
ou des amplitudes differentes. 


Exemple 

Le caractere ’’Revenus mensuels (en dh) de 100 employes 
d’une entreprise” peut avoir comme modalites groupees : 
]4000; 5000], ]5000; 6000], ]6000; 8000], plus de 8000. 
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On appelle effectif d’une classe ]a,; a /+ i] (note nj) le nombre 
d’individus ayant une modalite appartenant a cette classe, 

( n i = card{X~\\ar, a /+1 ])). 


On appelle effectif cumule de la classe ]a,; a /+1 ], (note A/,) le 
nombre d’individus pour lesquels la valeur du caracte est 
inferieure ou egale a a /+1 , 

(A//=effectif des / premieres classes ). 

On a des definitions analogues pour les frequences et 
frequences cumulees. 


II- Organisation des donnees 


III- Reduction des donnees 


Regies de construction des classes 

<* Fixer un nombre de classes ni trap petit ni trap grand 
(generalement de 5 a 15). 

9 Choisir des bornes qui, autant que possible, permettront 
des calculs simples. 

9 Considerer des classes adjacentes fermees d’un cote et 
ouvertes de I’autre. 


10. Type d’un caractere - Serie statistique : 

Caractere discret : 

Si les modalites d’un caractere X sont considerees sous forme 
de valeurs en nombre fini {x 1 , x 2 , . . . , x k }, on dit que X est un 
caractere de type discret. 

La famille (x,-, n,) ou (x,-, fj) est appelee serie statistique 
discrete associee a X. 


II- Organisation des donnees 


III- Reduction des donnees 


10. Type d’un caractere - Serie statistique : 

Caractere continu : 

Si les modalites d’un caractere X sont groupees sous forme 
de classes (]a l5 a 2 ], . . . ,]a k ,a k+ i]), on dit que X est un 
caractere de type continu. 

La famille (]a,-, a /+1 ], n ( ) est appelee serie statistique continue 
associee a X. 
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II- Organisation des donnees 


I- Definitions 

II- Organisation des donnees 

III- Reduction des donnees 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


11.1- Tableaux statistiques 


I- Definitions 


III- Reduction des donnees 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


Un tableau statistique consiste a resumer et presenter les 
donnees d’une serie statistique associee a un caractere X 
sous forme de distributions d’effectifs ou de frequences en 
fonction des modalites : 


% 
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I- Definitions 


III- Reduction des donnees 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


Tableau statistique : 


Modalites 

Xj 

Effectifs 

/7/ 


*1 

Hi 


*2 

r>2 





Xk 

n k 


Total 

N 
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I- Definitions 


III- Reduction des donnees 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


Tableau statistique : 


Modalites 

Xj 

Frequences 

f, 


*1 

u 


*2 

h 





Xk 

fk 


Total 

1 
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I- Definitions 


III- Reduction des donnees 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


Exemplel : Dans un echantillon compose de 50 families, on 
enquete sur le nombre d’enfants par famille. 

Les resultats de I’enquete statistique sont : 


1 

0 

5 

2 

2 

1 

2 

1 

2 

4 

4 

7 

1 

3 

2 

5 

4 

6 

3 

1 

1 

6 

1 

3 

8 

1 

3 

5 

2 

3 

3 

0 

3 

4 

6 

4 

1 

7 

2 

0 

2 

0 

1 

2 

2 

3 

2 

5 

6 

2 


% 
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Questions : - Population etudiee ? 

- Caractere etudie ? 

- Modalites ? 

- Nature du caractere ? 


I- Definitions 


III- Reduction des donnees 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


Tableau statistique : 


Nombre 

d’enfants 

Effectif 

rtj 


0 

4 


1 

10 


2 

12 


3 

8 


4 

5 


5 

4 


6 

4 


7 

2 


8 

1 


Total 

50 
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I- Definitions 


III- Reduction des donnees 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


Tableau statistique detaille : 


Nombre 

d’enfants 

Effectif 

rij 

Eff. cum. 

Nj 

Frequence 

f. 

Freq. cum. 

F i 


0 

4 

4 

0.08 

0.08 


1 

10 

14 

0.2 

0.28 


2 

12 

26 

0.24 

0.52 


3 

8 

34 

0.16 

0.68 


4 

5 

39 

0.1 

0.78 


5 

4 

43 

0.08 

0.86 


6 

4 

47 

0.08 

0.94 


7 

2 

49 

0.04 

0.98 


8 

1 

50 

0.02 

1 


Total 

50 


1 
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I- Definitions 


III- Reduction des donnees 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


Exemple2 : En mesurant la taille de 50 etudiants de la FST, on 
a obtenu les resultats suivants (en cm) : 


152 

151,5 

160 

165 

170 

159 

168 

161 

164 

156 

158.5 

167 

157 

170,5 

161,5 

169 

156 

158,5 

160,5 

152 

156.5 

166 

152,5 

170 

165 

154 

170 

165 

155.5 

166,5 

162,5 

152,5 

168 

169 

158 

157 

161 

154,5 

162 

158 

153,5 

157,5 

163 

155 

153 

160 

169,5 

154 

161 

162 
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I- Definitions 


III- Reduction des donnees 


- Population etudiee ? 

- Caractere etudie ? 

- Modalites : Le nombre des modalites observees etant eleve, 
il est done necessaire de les grouper en classes. 

- Nature du caractere ? 


On peut considerer les classes suivantes : 


[ 151 ; 1 55 [ 
[ 155 ; 1 59 [ 
[ 159 ; 1 63 [ 
[ 163 ; 167 [ 
[ 167 ; 171 [ 


% 
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Tableau statistique : 


Taille 
(en cm) 

Effectif 

rij 


[151 ; 155[ 

10 


[155; 159[ 

12 


[159; 163[ 

11 


[163; 167[ 

7 


[167; 171 [ 

10 


Total 

50 
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Tableau statistique : 


Taille 
(en cm) 

Effectif 

rij 

Eff. cum. 
Nj 

Frequence 

f, 

Freq. cum. 

Fi 


[151 ; 155[ 

10 

10 

0.2 

0.2 


[155; 159[ 

12 

22 

0.24 

0.44 


[1 59; 1 63[ 

11 

33 

0.22 

0.66 


[1 63; 1 67[ 

7 

40 

0.14 

0.8 


[167; 171 [ 

10 

50 

0.2 

1 


Total 

50 


1 




11.2- Representations 

graphiques 

— 





Ill- Reduction des donnees 


11.1- Tableaux stati 

11.2- Representatio 


• Bien qu’un tableau statistique resume toute I’information 
d’une distribution statistique, la representation graphique 
permet de visualiser et de deceler les principales 
caracteristiques de la distribution statistique (tendance, 
symetrie, dispersion, concentration, . . .). 


% 
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• Bien qu’un tableau statistique resume toute I’information 
d’une distribution statistique, la representation graphique 
permet de visualiser et de deceler les principales 
caracteristiques de la distribution statistique (tendance, 
symetrie, dispersion, concentration, . . .). 

• La representation graphique des donnees relatives a un 
caractere repose sur la proportionnalite des longueurs 
(caractere discret) ou des surfaces (caractere continu) 
aux effectifs des differentes modalites du caractere. 


9 Ainsi, suivant le type du caractere etudie, on utilise 
differents modes de representations graphiques. 


1. Caractere quantitatif discret : 


a. Diagramme en batons : 

Chaque modalite est representee par un trait vertical (baton) 
dont la hauteur est egale a I’effectif (ou a la frequence) de la 
modalite. 


II- Orga 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


1. Caractere quantitatif discret : 


Exemplel : Nombre d’enfants par famille 


Nombre 

d’enfants 

Effectif 

rij 

Eff. cum. 

Ni 

Frequence 

f. 

Freq. cum. 
F, 


0 

4 

4 

0.08 

0.08 


1 

10 

14 

0.2 

0.28 


2 

12 

26 

0.24 

0.52 


3 

8 

34 

0.16 

0.68 


4 

5 

39 

0.1 

0.78 


5 

4 

43 

0.08 

0.86 


6 

4 

47 

0.08 

0.94 


7 

2 

49 

0.04 

0.98 


8 

1 

50 

0.02 

1 


Total 

50 


1 
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II- Orga 


1. Caractere quantitatif discret : 
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II- Orga 





11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


1. Caractere quantitatif discret : 


b. Polygone des effectifs : 

Le polygone des effectifs (ou des frequences) est construit en 
joignant par des segments de droites les sommets des batons 
du diagramme en batons. 



Parcours MIP (S4) 


Module Ml 47 : Probability et Statistique 


1. Caractere quantitatif discret : 



Figure: Polygone des effectifs. 
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II- Organisation 
III- Reduction 



11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


1. Caractere quantitatif discret : 

c. Courbe cumulative - Fonction de repartition : 

Soient X! < x 2 < . . . < x k les modalites ordonnees du 
caractere. 

A partir des effectifs cumulees A/,, on definit la fonction de 
repartition des effectifs G(x), definie de R vers [0, N ], par : 

G(x) = 0, si x < x-\ 

G(x) = A/ ( , si x/ < x < X;_|_i (1 < I < k - 1 ) 

G(x) = N, si x > Xk 


G(x) represente le nombre d’individus ayant une modalite 
inferieure ou egale a x. 
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1. Caractere quantitatif discret : 


La courbe cumulative (ou la courbe des effectifs cumules) est 
la representation graphique de la fonction de repartition G{x). 


1. Caractere quantitatif discret : 

Exemplel : Nombre d’enfants par famille 


Nombre 

d’enfants 

Effectif 

Hj 

Eff. cum. 
Nj 

0 

4 

4 

1 

10 

14 

2 

12 

26 

3 

8 

34 

4 

5 

39 

5 

4 

43 

6 

4 

47 

7 

2 

49 

8 

1 

50 

Total 

50 



■ : Probabilites et Statistiqi 


1. Caractere quantitatif discret : 



Figure: Courbe cumulative. 



II- Organisation 
III- Reduction 



11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


1. Caractere quantitatif discret : 

Remarque : 

A partir des frequences cumulees F,, on definit la fonction de 
repartition F(x), definie de R vers [0, 1], par : 

F(x) = 0, si x < x-\ 

F(x) = F„ si Xj < x < x,- + i (1 < / < k - 1 ) 

F(x) = 1 , si x >Xk 

F(x) represente la proportion d’individus ayant une modalite 
inferieure ou egale a x. On a : 
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II- Orga 





11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


1. Caractere quantitatif discret : 


Remarque : 

La courbe cumulative est aussi la representation graphique de 
la fonction de repartition F(x). 

Elle s’appelle aussi la courbe des frequences cumulees. 
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" Reduction des donnees "' 2 - RepresentationsVaphiques 

1. Caractere quantitatif discret : 





2. Caractere quantitatif continu : 

a. Histogramme - Polygone des effectifs : 


Les modalites sont presentees sous forme de classes 
[x/; x,- + i [, 1 < / < k. 


Pour tracer I’histogramme, chaque modalite [x/;x /+1 [ doit etre 
representee par un rectangle dont la base a, est egale a 
I’amplitude de la classe (a, = x /+1 - x,) et dont la hauteur hi 
est telle que la surface S/ = a,- x hj du rectangle soit 
proportionnelle a I’effectif n, (ou a la frequence fj) de la classe : 


Sj = C x rij 



C est une constante arbitraire a choisir. 


II- Orga 





11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


2. Caractere quantitatif continu : 


Remarque : 

On distingue deux cas : 

ler cas : Toutes les classes ont une meme amplitude a. 

Dans ce cas, on represente chaque modalite par un rectangle 
dont la hauteur est egale a I’effectif (ou a la frequence) de la 
modalite. La base de tous les rectangles etant la meme (egale 
a I’amplitude a). 

Ceci revient a choisir la constante C egale a I’amplitude a. 
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2. Caractere quantitatif continu : 


Exemple2 : Taille des etudiants 


Taille 
(en cm) 

Effectif 

rij 

[151 ; 155[ 

10 

[155; 159[ 

12 

[159; 163[ 

11 

[163; 167[ 

7 

[167; 171 [ 

10 

Total 

50 


2. Caractere quantitatif continu : 


Histogramme : Toutes les classes ont une meme amplitude. 



II- Organisation 
III- Reduction 



11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


2. Caractere quantitatif continu : 


Polygone des effectifs : 

Lorsque toutes les classes ont une meme amplitude, le 
polygone des effectifs est construit en joignant par des 
segments de droites les milieux des cotes superieurs des 
rectangles dans I’histogramme. 

Les extremites rejoignent I’axe des abscisses. 
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2. Caractere quantitatif continu : 

Polygone des effectifs : Toutes les classes ont une meme 
amplitude a. 



■ : Probabilites et Statistiqi 



II- Orga 


III- Reduction i 



11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


2. Caractere quantitatif continu : 

2eme cas : Les classes n’ont pas toutes la meme amplitude. 

Dans ce cas, pour construire I’histogramme dans, chaque 
modalite [x,;x/ +1 [ doit etre representee par un rectangle dont 
la base est egale a I’amplitude a, de la classe [x,-; x /+1 [ et dont 
la hauteur h, est proportionnelle a la densite d’effectif d , = ^ 
correspondante : 



C est une constante de proportionnalite a choisir. 
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II- Organisation 
III- Reduction 



11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


2. Caractere quantitatif continu : 


hj est appelee effectif corrige (ou frequence corrigee) de la 
modalite [x/;x /+1 [. 

Le choix de la constante C est arbitraire (on peut prendre 
C = 1 par exemple). 

Cependant, pour simplifier les calculs et/ou pour tracer le 
polygone des effectifs, il faut choisir C egale au plus grand 
diviseur commun des amplitudes a,. 



Parcours MIP (S4) 


Module Ml 47 : Probability et Statistique 


II- Orga 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


2. Caractere quantitatif continu : 


Exemple : Taille des etudiants (les classes n’ont pas toutes la 
meme amplitude) 


Taille 
(en cm) 

amplitude 

a,- 

Effectif 

rij 

Eft. corrige 
hi 

[151 ; 155[ 

4 

10 

10 

[155; 159[ 

4 

12 

12 

[159; 167[ 

8 

18 

9 

[167; 171 [ 

4 

10 

10 

Total 


50 



% 


\ Statistique 


hi = C x — avec C = PGDC{a ,) = 4. 


II- Orga 


Eduction des donntes "' 2 - Representations graphiques 

2. Caractere quantitatif continu : 


2eme cas : Histogramme avec effectif corrige. 
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II- Orga 


Eduction des donees "' 2 - Representations graphiques 

2. Caractere quantitatif continu : 



II- Organisation 
III- Reduction 



11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


2. Caractere quantitatif continu : 


Polygone des effectifs : les classes n’ont pas la meme 
amplitude. 

On choisit C = PGCD(ai). Done chaque a, est un multiple de 
C, cad a, = kj x C. 

Pour construire le polygone des frequences dans le cas ou les 
classes n’ont pas la meme amplitude, on considere chaque 
rectangle de base a, = k -,x C comme reunion de /c,- 
sous-rectangles de meme base C. 
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II- Organisation 
III- Reduction 



11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


2. Caractere quantitatif continu : 


Le polygone des effectifs est construit en joignant 
successivement, par des segments de droites, les milieux des 
cotes superieurs des sous-rectangles de base C dans 
I’histogramme. 

Les extremites du polygone rejoignent I’axe des abscisses. 
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2. Caractere quantitatif continu : 

Polygone des effectifs : Les classes n’ont pas la meme 
amplitude. 



■ : Probabilites et Statistiqi 



2. Caractere quantitatif confirm : 


polygone de frequences 





■ : Probability et Statistiqi 




Ill- Reduction des donnees 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


2. Caractere quantitatif continu : 


Remarque 

L’aire des rectangles de I’histogramme est egale a I’aire 
delimite par le polygone des effectifs. 


% 
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II- Orga 





11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


2. Caractere quantitatif continu 

b. Courbe cumulative - Fonction de repartition : 

Remarques 

• Comme pour le cas discret, la fonction de repartition des 
effectifs G(x), definie de R vers [0, N], represente le 
nombre des individus de la population pour lesquels la 
valeur du caractere est inferieure ou egale a x. 

• La fonction de repartition F(x), definie de R vers [0, 1], 
represente la proportion des individus de la population 
pour lesquels la valeur du caractere est inferieure ou 
egale a x. 
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2. Caractere quantitatif continu 


9 Dans le cas continu, on suppose que le cumul s’effectue 
de fagon lineaire entre le debut et la fin de chaque classe. 


II- Organisation 
III- Reduction 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 



% 
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II- Orga 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 


2. Caractere quantitatif continu 


Ainsi, la fonction de repartition des effectifs G(x), est definie 
de R vers [0, N], par : 


G(x) = 0 
G(x) = Ni_ i 
G(x) = N 
avec 


Nj - N,_i 

Jf/+i - Xi 


(X-Xi) 


si 

si 

si 


x < Xi 

x € [Xj-,Xj + 1 ]; 1 < / < k 
x > x k+ i 


Nj = G(x /+ i), 1</'</f 
/Vo = G(xi ) = 0 
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2. Caractere quantitatif continu 


La courbe cumulative (ou la courbe des effectifs cumules) est 
la representation graphique de la fonction G(x). 


2. Caractere quantitatif continu 


Exemple2 : Taille des etudiants 


Taille 
(en cm) 

Effectif 

rij 

Eff. cum. 
N, 

[151; 155[ 

10 

10 

[155; 159[ 

12 

22 

[159; 163[ 

11 

33 

[163; 167[ 

7 

40 

[167; 171 [ 

10 

50 

Total 

50 



■ : Probabilites et Statistiq 


2. Caractere quantitatif continu 



■ : Probabilites et Statistiqi 



II- Organisation 
III- Reduction 



11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


2. Caractere quantitatif continu 


Remarque 

9 La courbe cumulative est construite en joignant par des 
segments de droites les points de coordonnees (x /+1 , N,), 
0 < /' < k. 
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2. Caractere quantitatif continu 


Remarque : 

La courbe cumulative est aussi la representation graphique de 
la fonction de repartition F(x), definie de R vers [0, 1] par : 

F(x ) = 0 si /<^i 

F(x) = F,J + — — ^l(x - X/) si x € [x/; x /+1 ]; 1 <i<k 
x i + 1 — x i 


F(x) = 1 

Si X > Xfc+T 

avec 

F 0 = F(x 1 ) = 0 

Fi = F(x /+1 ), 1 < i < k 0 
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II- Organisation 
III- Reduction 


11.1- Tableaux statistiques 

11.2- Representations graphiques 



% 
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II- Orga 





11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


2. Caractere quantitatif continu 


Remarque : 

La courbe cumulative peut etre construite en joignant par des 
segments de droites les points de coordonnees (x /+1 , Fj), 

0 < /' < k. 
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2. Caractere quantitatif continu 


Exemple2 : Taille des etudiants 


Taille 
(en cm) 

Effectif 

rij 

Eff. cum. 
N, 

Freq. cum. 

Fi 

[151; 155[ 

10 

10 

0.2 

[155; 159[ 

12 

22 

0.44 

[159; 163[ 

11 

33 

0.66 

[163; 167[ 

7 

40 

0.8 

[167; 171 [ 

10 

50 

1 

Total 

50 




■ : Probabilites et Statistiqi 


II- Orga 


Eduction des donntes "' 2 - Representations graphiques 

2. Caractere quantitatif continu 





II- Organisation 
III- Reduction 



11.2- Representations graphiques 


- Tableaux statistiques 


2. Caractere quantitatif continu 


Remarque : 

» G(x) est une fonction continue, croissante et passe 
progressivement de 0 a N 

9 F(x) est une fonction continue, croissante et passe 
progressivement de 0 a 1 


• On a 
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Ill- Reduction des donnees 
statistiques 



II- Organisation des donnees 

III- Reduction des donnees 


• Les tableaux statistiques et les representations 
graphiques donnent une vue globale et detaillee de la 
distribution d’un caractere dans une population. 

• Le but de la statistique descriptive est aussi de reduire et 
resumer les donnees d’une serie par un ou plusieurs 
parametres representatifs et indiquer comment les valeurs 
de la serie se repartissent autour de ces parametres. 


II- Organisation des donnees 

III- Reduction des donnees 


II existe quatre types de parametres : 

O Parametres de tendance centrale (ou de position) 
Q Parametres de dispersion 
O Parametres de forme 
O Parametres de concentration 


11.2- Parametres de dispersion 


Les tableaux et graphiques contiennent la totalite des 
donnees. ils sont parfois durs a interpreter. 

On cherchera alors a resumer les donnees statistiques par 
quelques parametres numeriques. 


11.2- Parametres de dispersion 




111.1- Parametres de position 


Appeles aussi parametres de tendance centrale. Ms 
permettent de savoir autour de quelles valeurs se situent les 
donnees d’une serie statistique. 


1- Le mode 


111.1- Parametres de position 
111.2- Parametres de dispersion 






Definition 

Le mode d’une serie statistique, note M 0 , est la valeur du 
caractere qui admet le plus grand effectif. 

C’est la valeur du caractere la plus frequente. 

Remarque : 

• Pour un caractere continu, on definit d’abord la classe 
modale qui correspond a I’effectif corrige le plus eleve. 
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Determination pratique : 
a. Cas d’un caractere discret : 

Le mode correspond tout simplement a I’effectif le plus eleve. 
II correspond au maximum du diagramme en batons. 


% 


■ : Probabilites et Statistiqi 




2- Parametres de dispersion 




Exemplel : 


Nombre 

d’enfants 

Effectif 

rij 

0 

4 

1 

10 

2 

12 

3 

8 

4 

5 

5 

4 

6 

4 

7 

2 

8 

1 

Total 

50 


M 0 = 2 


■ : Probability et Statistiqi 


111.1- Parametres de position 
111.2- Parametres de dispersion 




b. Cas d’un caractere continu : 

On definit d’abord la classe modale qui correspond a I’effectif 
corrige le plus eleve. 

La classe modale correspond done a la classe dont le 
rectangle sur I’histogramme a la hauteur la plus elevee. 

La classe modale [x/,x/ +1 [ etant determinee, On determine la 
valeur du mode M 0 en tenant compte des effectifs corriges des 
deux classes adjacentes a la classe modale par la methode 
suivante : 
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111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 






Histogramme 



M 0 - Xj _ Xj + 1 - M 0 

A 2 
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On a : 


Ai 




2- Parametres de dispersion 




On a done : 
avec 


At = h, - hj_-\ 

A 2 = hj - h i+ i 
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2- Parametres de dispersion 




Exemple2 : Taille des etudiants 


Taille 
(en cm) 

Effectif 

rij 

[151 ; 155[ 

10 

[155; 159[ 

12 

[159; 163[ 

11 

[163; 167[ 

7 

[167; 171 [ 

10 

Total 

50 


■ : Probability et Statistiqi 




2- Parametres de dispersion 




Pour cet exemple, toutes les classes ont la meme amplitude. 
Done on a \ h-, = rij 


Laclasse modale est : [155, 159[. 
On a : 


Ai =12-10 = 2 


A 2 = 12 - 11 = 1 


d’ou 


M 0 = 155 + 4 


2 

2TT 


1 57.66 cm 
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: Probability et Statistique 


111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 




Exemple2 : Taille des etudiants (les classes n’ont pas toutes la 
meme amplitude) 


Taille 
(en cm) 

Effectif 

n-, 

Amplitude 
a, (en cm) 

Eft. corrige 
hi 

[151; 155[ 

10 

4 

10 

[155; 159[ 

12 

4 

12 

[159; 167[ 

18 

8 

9 

[167; 171 [ 

10 

4 

10 

Total 

50 
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: Probability et Statistique 




2- Parametres de dispersion 




La classe modale est [1 55; 1 59[ (c’est la classe qui admet le 
plus grand effectif corrige). On a : 

Ai = 12-10 = 2 

A 2 = 1 2 - 9 = 3 

Done 

M 0 = 155 + 4-^— 

2 + 3 

Le mode de cette distribution est done : 

M 0 = 1 56.6 cm 
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111.1- Parametres de position 
111.2- Parametres de dispersion 






Determination graphique : 
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11.2- Parametres de dispersion 


2- La mediane 


Definition 

La mediane d’une serie statistique ordonnee est la plus petite 
valeur x telle que G(x) > ^ (ou F(x) > 0, 5). On la note M e . 


G (resp. F) designe la fonction des effectifs cumules (resp. 
frequences cumulees). 


111.1- Parametres de position 
111.2- Parametres de dispersion 


mode 

mediane 

moyenne 


Interpretation 


• La mediane M e est la valeur centrale de la serie 
statistique ordonnee. 

Elle partage la population en deux sous populations de 
meme effectif. 

plus de 50% de la population ont des valeurs < a M e et 
plus de 50% de la population ont des valeurs > a M e . 
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: Probability et Statistique 


111.1- Parametres de position 
111.2- Parametres de dispersion 


mode 

mediane 

moyenne 


Determination pratique : 


a. Cas d’un caractere discret : 

Soient x (1) < x (2 ) < ■ ■ • < *(/v) les valeurs, ordonnees par ordre 
croissant, prises par les N individus d’une population. Ces 
valeurs ne sont pas necessairement toutes distinctes. 

• Si N est impair, la mediane est la valeur centrale de rang 

N ± 1 . 


• Si N est pair, la mediane est entre les deux valeurs 
centrales de rangs respectifs ^ et ^ + 1 . On prend : 

= !(*<», +*< ?+1) ) 
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Exemple : 

Soit un echantillon de 10 personnes dont les poids (en Kg) 
sont : 

45 - 68 - 74 - 68 - 62 - 56 - 45 - 52 - 63 - 55 


1.1- Parametres de position 
■ Parametres de dispersion 


1- Le mode 

2- La mediane 

3- La moyenne 


Exemple : 

Soit un echantillon de 10 personnes dont les poids (en Kg) 
sont : 

45 - 68 - 74 - 68 - 62 - 56 - 45 - 52 - 63 - 55 

La serie ordonnee par ordre croissant : 

45 - 45 - 52 - 55 - 56 62 - 63 - 68 - 68 - 74 


5 


t 


5 


mediane 


La mediane est done : 
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111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 


mode 

mediane 

moyenne 


Generalement, les donnees statistiques sont resumees par un 
tableau statistique. Soient x^,x 2 ,...,x k les modalites, 
ordonnees par ordre croissant, du caractere et Soient 
N-i , N 2l . . . , N k les effectifs cumules correspondants 
(on a Nj = G(x/)). 


111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 


mode 

mediane 

moyenne 


• Si Ni < % < A/ /+ i , alors la mediane est la modalite 
d’effectif cumule A / /+1 : 


M e — Xj _ |_i 

on a G(M e ) = G(x /+1 ) = A / /+1 > f 


111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 


mode 

mediane 

moyenne 


® Si ^ = Nj, alors la mediane est le milieu entre les deux 
modalites d’effectif cumule respectifs A/, et /V,- +1 : 

M e = 2 ( x / + x /+i ) 


on a G(M e ) = G(x,) = N, - 


Exemple2 : 


mode 

mediane 

moyenne 


Nombre 

d’enfants 

Effectif 

n-, 

Eff. cum. 
Nj 

0 

4 

4 

1 

10 

14 

2 

12 

26 

3 

8 

34 

4 

5 

39 

5 

4 

43 

6 

4 

47 

7 

2 

49 

8 

1 

50 


On a 14 < ^ = 25 < 26, done : 

M e = G _1 (26) = 2 
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111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 


mode 

mediane 

moyenne 


Remarque : 

On a le meme raisonement avec les frequences cumulees : 
a Si 0.5 = Fj, alors la mediane est le milieu entre les deux 
modalites de frequence cumulee respectives F-, et F i+ 1 : 

Me = 2 { x i + ) 

on a F(M e ) = F ) = 0.5 

a Si Fj < 0.5 < F/ + i , alors la mediane est la modalite de 
frequence cumulee F/+i : 


M e = X / +1 


Module Ml 47 : Probabilites et Statistique 


on a F{M e ) = F (+1 > 0.5 


Determination graphique : 


mode 

mediane 

moyenne 
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b. Cas d’un caractere continu : 




Pour des donnees groupees en classes, on situe d’abord la 
mediane a I’interieur d’une classe [x/,x /+1 [, appelee classe 
mediane. 

C’est la premiere classe ou I’effectif cumule depasse ^ (ou la 
frequence cumulee depasse 0.5) : 

N 

M e € [Xj, X i+ i [<^> A//_i < — < A/,- F/_ i < 0.5 < Fj 

On a : 

G{M e ) = ", G(Xi) = A//_! , G(x, +1 ) = A/, 

F{M e ) = 0.5, F(x,) = F,_i , F(x /+ i ) = F, 
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111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 


mode 

mediane 

moyenne 


Ensuite, la mediane est calculee par interpolation lineaire : 
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111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 


mode 

mediane 

moyenne 


M e - x, _ N/2 - A/ # -_i _ 0.5 - F ( _i 
X/ +1 - Xj - Ni - Nj_i ~ Fj - Fj 1 
$ 


= X; + (X/ +1 - Xj) 


N/2 - A//_-t 
A/, - A/,_-| 


.. . .0.5 - F/_i 

M e = X, + (X /+1 - X/)— 

Fi ~ F -,_ i 


0 
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Exemple2 : Taille des etudiants 


Taille 
(en cm) 

Effectif 

rij 

Eff. cum. 

Ni 

Frequence 

fi 

Freq. cum. 

Fi 

[151 ; 155[ 

10 

10 

0.2 

0.2 

[155; 159[ 

12 

22 

0.24 

0.44 

[159; 1 63[ 

11 

33 

0.22 

0.66 

[163; 167[ 

7 

40 

0.14 

0.8 

[167; 171 [ 

10 

50 

0.2 

1 

Total 

50 


1 



111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 


mode 

mediane 

moyenne 


On a ^ = 25. Done : 

1 59 ^ 22 

M e — )• 25 

1 63 ^ 33 

d’ou 

M e = 1 59 + (1 63 - 1 59) gg~^ = 1 60.09 cm 

50 % des etudiants ont une taille < 160.09 cm et 50 % des 
etudiants ont une taille > 160.09 cm. 
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111.1- Parametres de position 
111.2- Parametres de dispersion 


mode 

mediane 

moyenne 


Determination graphique : 
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11.2- Parametres de dispersion 


3- La moyenne 


Definition 

La moyenne arithmetique d’un caractere statistique X, qu’on 
appelle tout simplement moyenne, est egale a la somme de 
toutes valeurs observees divisee par le nombre 
d’observations. 

On la note X. 


% 
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11.2- Parametres de dispersion 


Determination pratique : 
a. Cas d’un caractere discret : 

Soit (Xj, rii)-\<i< k une serie statistique discrete. On a : 


11.2- Parametres de dispersion 


b. Cas d’un caractere continu : 


Soit ([*/, x /+1 [, <i<k une serie statistique continue. On a : 


X = 


1 k 


avec q = X ‘ + 2 Xf+1 = centre de la classe [x/,x /+1 [. 

Cela suppose que toutes les observations a I’interieur d’une 
classe sont groupees en son centre. 


111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 






Exemple 


[*/.*/+ 1[ 

rij 

Cj 

rii x Cj 

[200, 300[ 

8 

250 

2000 

[300, 400[ 

26 

350 

9100 

[400, 500 [ 

12 

450 

5400 

[500, 600[ 

10 

550 

5500 

[600, 700[ 

15 

650 

9750 

[700, 800[ 

5 

750 

3750 

[800, 900[ 

3 

850 

2550 

[900, 1000[ 

2 

950 

1900 

Total 

81 


39950 


Done la moyenne est : 


m 39950 

~~ ~8V~ 


= 493.21 
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11.2- Parametres de dispersion 


Propriety : 

• Si on pose Y = aX + b (a et b deux constantes) alors 
Y = aX + b 

9 La somme des differences a la moyenne est nulle : 

k 

Y,n i (x i -X) = 0 

i= 1 

k 

9 L’expression ^ n,(x/ - a) 2 est minimale pour a = X 


11.2- Parametres de dispersion 


Exemple : Distribution des salaires. 

Effectuons le changement de variables Y = X ^ qqq°° pour 
simplifier les calculs : 


Salaire en dh 

rij 

Cj 

, d - 6500 
Yl ~ 1000 

m 

[3000, 5000[ 

26 

4000 

-2.5 

-65 

[5000, 6000[ 

33 

5500 

-1 

-33 

[6000, 7000[ 

64 

6500 

0 

0 

[7000, 8000[ 

7 

7500 

1 

7 

[8000, 10000[ 

10 

9000 

2.5 

25 

Total 

140 



-66 


111.1- Parametres de position 
lil.2- Parametres de dispersion 






# 



Eton a X= 1000V + 6500 
D’ou 

X = 1 0007 + 6500 = 6028.57 dh 
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111.2- Parametres de dispersion 


ametres de position 




Proprietes : 

« Si une population P de taille N est composee de m 
sous-populations P m , de tallies respectives 

N -\ , A/ 2 , . . . , N m et de moyennes respectives 
Xi , X z , .... X m . Alors la moyenne X de la population P 
est donnee par : 


• Si X et / sont deux caractes definis sur une meme 
population P, alors : 


1 m 


X+Y=X+Y 
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5- Parametres de dispersion relative 


11.2- Parametres de dispersion 


Les parametres de position ne donnent pas une information 
complete sur une variable statistique. 

Deux variables qui ont les memes parametres de position 
peuvent se presenter avec des dispersions tres differentes. 

Notes 1 : 7, 8, 11, 12, 13, 13, 13 
Notes 2 : 4, 7, 9, 12, 13, 13, 19 
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1 - L’etendue 


Definition 

L’etendue d’un caractere statistique X, note e(X), est la 
difference entre la plus grande valeur et la plus petite valeur 
observees : 

e(X) = X max X min 


Ce parametre presente un interet tres limite du fait qu’il 
depend uniquement des valeurs extremes, qui peuvent etre 
des valeurs aberrantes. 


1.1- Parametres de position 
■ Parametres de dispersion 



t absolu moyen 


4- Quartiies - Ecart interquartile 

5- Parametres de dispersion relative 


2- Ecart absolu moyen 

Definition 

L’ecart absolu moyen d’un caractere statistique X, note E m (X), 
est la moyenne arithmetique des valeurs absolues des ecarts 
a la moyenne. 


les x, representent les modalites dans le cas discret ou les 
centres des classes dans le cas continu. 


Ce parametre est peu maniable a cause des valeurs absolues. w 



/=i 
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3- Variance, Ecart-type 


4- Quartiles - Ecart interquartile 

5- Parametres de dispersion relative 


Definition 

La variance d’un caractere statistique X, notee V(X), est la 
moyenne arithmetique des carres des ecarts a la moyenne. 
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Formule simplifiee de la variance : 


Theorem 
On a : 


V(X) =X 2 -X 2 


La variance est egale a la difference entre la moyenne des 
carrees et le carre de la moyenne. 


Remarques : 

<* I’ecart-type est le meilleur indicateur de la dispersion 
d’une serie statistique par rapport a sa moyenne. Elle 
tient compte de toutes les valeurs de la serie statistique. 

9 plus I’ecart-type est faible, plus les valeurs du caractere 
sont concentrees autour de la moyenne. 

9 plus I’ecart-type est eleve, plus les valeurs du caractere 
sont dispersees autour de la moyenne. 

9 La variance (ou I’ecart-type) est nulle si et seulement si 
toutes les valeurs sont identiques et egales a la moyenne. 




5- Parametres de dispersion i 


Proprietes : 

Si on pose Y = aX + b (a et b deux constantes) alors : 
• V{Y) = a 2 V{X) 


<j(Y) = \a\a{X ) 


Exemple : Distribution des salaires. 


Salaire 

c, 

rij 

~ ci - 6500 
y ' ~~ 1 000 

nm 

n/yf 

[3000, 5000[ 

4000 

26 

-2.5 

-65 

162.5 

[5000, 6000[ 

5500 

33 

-1 

-33 

33 

[6000, 7000[ 

6500 

64 

0 

0 

0 

[7000, 8000[ 

7500 

7 

1 

7 

7 

[8000, 10000[ 

9000 

10 

2.5 

25 

62.5 

Total 

140 



-66 

265 


Effectuons le changement de variables Y = X ^ qqq°° P our 
simplifier les calculs : 


V(Y) = 





5- Parametres de dispersion relative 



=► X= 1000 ^ + 6500 = 6028.57 


=> V(X) = 1 000 2 V(Y) = J \ 67061 2 
=» a{X) = ^V\X) = 1292,52 
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4- Quartiles Ecart interquartile 


Definition 

Le premier quartile d’une serie statistique ordonnee est la plus 
petite valeur x telle que G(x) > ^ (ou F(x) > 0.25). On le 
note Q -\ . 

Le troisieme quartile d’une serie statistique ordonnee est la 
plus petite valeur x telle que G(x) > ^ (ou F(x) > 0.75). On 
le note 0 3 . 


Interpretation 


• Plus de 25% de la population ont des valeurs < a Qi et 
plus de 75% de la population ont des valeurs >aQi. 

• Plus de 75% de la population ont des valeurs < a 0 3 et 
plus de 25% de la population ont des valeurs > a 0 3 . 




3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


Remarque 

La mediane est le deuxieme quartile : 

M e = O2 


Les quartiles sont des parametres de position. 

C’est I’ecart inter-quartile qui est un parametre de dispersion. 
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3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


Determination pratique d’un quartile O p : 
a. Cas d’un caractere discret : 

Soient x (1) < *( 2 ) < • • • < x (A/ ) les valeurs, ordonnees par ordre 
croissant, prises par les N individus d’une population. Ces 
valeurs ne sont pas necessairement toutes distinctes. 



III- 1 - Parametres de position £ vaTian^EcartTp" 

"1-2- Parametres de dispersion 4 . Quarti|es . Ecart i n , erquartile 

5- Parametres de dispersion relative 

» Si p > 

c ^ est un nombre entier, alors 

» Si p > 

°*=^v> + *(/>?•«> 

< ^ n’est pas un nombre entier, alors 

Q p = x ([ p "}) 


ou [p^] represente le plus petit nombre entier superieur 

P l 
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3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


Exemple: 

Soit la serie statistique ordonnee : 

12, 13, 15, 16, 18, 19, 22, 24, 25, 27. On a : 


■ : Probability et Statistic 




3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


Exemple: 

Soit la serie statistique ordonnee : 

12, 13, 15, 16, 18, 19, 22, 24, 25, 27. On a : 

Qi = *([2.5]) - *(3) = 1 5 

O’ = 2 ( X (5) + *(6)) = (18 2 19) = 185 
O3 = *([7.5]) = *(8) = 24 
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3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


Soient x^x 2 , . . . ,x k les modalites, ordonnees par ordre 
croissant, du caractere et Soient N-\,N 2 ,...,N k \es effectifs 
cumules correspondants (on a A/, = G(x,)). 

• Si p x ^ = Nj, alors le quartile G p est le milieu entre les 
deux modalites d’effectif cumule respectifs A/, et A/, +1 : 

Q o = 2 ( x i + x i+ 1) 

• Si Nj < p x ^ < A/ /+ i , alors le quartile Q p est la modalite 
d’effectif cumule A/ /+1 : 


Op — x i + 1 
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5- Parametres de dispersion relative 

Exemple2 : 


Nombre 

d’enfants 

Effectif 

Dj 

Eff. cum. 
Nj 

0 

4 

4 

1 

10 

14 

2 

12 

26 

3 

8 

34 

4 

5 

39 

5 

4 

43 

6 

4 

47 

7 

2 

49 

8 

1 

50 

Total 

50 
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5- Parametres de dispersion relative 

Determination graphique : 



■ : Probability et Statistiqi 





3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


Determination pratique du quartile Q p : Cas continu 
9 Methode d’interpolation : d’apres le tableau statistique ou 
la courbe cumulative, on determine d’abord la classe 
[x/,x/ + i[ telle que : 

N 

Nj_ i < p x — < Nj 


Puis, par interpolation lineaire, on calcule O p : 


0 P 


= Xj + (x /+1 - Xj) 


pN/4 - Nj _ i 
N, - Ni_ i 
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Exemple: 




3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


Taille 
(en cm) 

Effectif 

rij 

Eff. cum. 
N, 

[151 ; 155[ 

10 

10 

[155; 159[ 

12 

22 

[159; 163[ 

11 

33 

[163; 167[ 

7 

40 

[167; 171 [ 

10 

50 

Total 

50 
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3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


Qi = 155 + 4 12 ^__ ™ = 155.83 cm 
37 5 — 33 

Q 3 = 163 + 4 4Q _ 33 = 165.57 cm 


% 
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3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


• Methode graphique : On trace la courbe cumulative, et on 
determine Q p comme I’abscisse du point d’ordonnee 

Pxf 


% 
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Determination graphique : 




art-type 


5- Parametres de dispersion i 






3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


Remarques : 

9 On a le meme raisonement avec les frequences 
cumulees. 

9 Apres les quartiles, on peut definir de la meme fagon les 
deciles (voire les centiles) d’une serie statistique. 


% 
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Lecart interquartiles 


Definition 

L’ecart interquartile est la difference entre le dernier et le 
premier quartile : 

A Q = O3 — Q-| 


L’intervalle interquantile est I’intervalle : 




3- Variance, Ecart-type 


5- Parametres de dispersion i 


Interpretation : 

<* L’ecart interquartile mesure la dispersion sans tenir 
compte des valeurs extremes. 

« L’intervalle interquartile contient au moins 50% des 
valeurs de la serie. 

9 Plus I’intervalle interquantile est large, plus la serie est 
dispersee. 


% 


Parcours MIP (S4) Module Ml 47 : Probability et Statistique 


5- Parametres de dispersion relative 

5- Parametres de dispersion relative 


Remarque 

- La dispersion mesuree par les parametres presentes 
precedemment est qualifiee d’absolue : ils s’exprime dans 
I’unite de mesure du caractere. 

- Pour comparer la dispersion de deux series statistiques ayant 
des unites differentes (ou meme des ordres de grandeur 
differents) il fciut considGTGr dGS pGrsmGtrGS dG dispersion 
relative. 


Definition 

Coefficient de variation : 


C v 


a(X) 

X 


Ecart moyen relatif : 

E m (X) 

X 

Coefficient interquartile relatif : 




i-type 


5- Parametres de dispersion relative 


Fin chapitre 1 


% 
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I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


Chapitre 2 

Statistique descriptive a deux 
dimensions 


% 
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Introduction 


a 
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I- Presentation des donnees 
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III- AJUSTEMENT 


Tres souvent, on peut envisager pour une meme population 
I’etude de deux ou plusieurs caracteres consideres 
simultanement. 

Exemple : 

- Notes de Mathematique et notes de Physique d’un groupe 
d’etudiants. 

- Nombre d’annees d’anciennete et revenus mensuels des 
employes d’une entreprise. 


% 
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I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


Le but essentiel de ce chapitre est de : 

• Etendre les notions de la statistique descriptive a une 
dimension au cas d’un couple de caracteres (deux 
dimensions). 

• Caracteriser les relations de dependance qui peuvent 
exister entre les deux caracteres. 


I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


Considerons une population P de N individus pour chacun 
desquels on determine deux valeurs relatives a deux 
caracteres X et Y. 

La suite (x (1) ,y (1) ), (x (2) ,y (2) ), . . . , (x (A/ ),y ( N) ), des N couples 
de valeurs prises par les deux caracteres X et Y, s’appelle 
serie statistique brute associee au couple de caracteres 
(X, Y). 


% 
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I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


Les modalites de X sont notees : 
Les modalites de Y sont notees : 


y\,y^--,yp 


Toute valeur (x/,yy) s’appelle modalite du couple (X, /). 


% 
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I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


On appelle effectif de la modalite (x/,y y ), (note n /y ), le nombre 
d’individus presentant cette modalite. On a : 

i= 1 JM 


La famille ((x,-,y y ), n (y ) est appelee serie statistique double (a 
deux dimensions) associee au couple de caracteres (X, /). 


% 
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I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


Re marques 

« Les effectifs cumules ne sont pas definis, car il n’existe 
pas d’ordre sur R 2 . 

• On peut proceder a des regroupement en classes pour 
I’un des caracteres ou pour les deux. On peut ainsi, definir 
des series doubles semi-continues (un seul caracere est 
continu) ou continues (les deux caracteres sont continus). 


% 
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III- AJUSTEMENT 


I- Presentation des donnees 


% 
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Les donnees statistiques relatives a un couple de caractes X 
et Y, sont generalement, presentees sous forme de 
distributions d’effectifs ou de frequences dans un tableau 
statistique a deux dimensions, appele tableau de contingence. 

A partir de ce tableau, on peut determiner : 

• la distribution conjointe 

• les distributions marginales 

• les distributions conditionnelles 


Tableau des effectifs 


Y 

X 

y^ 

Y2 • 

• • yy ■ 

■■ rp 

Total 

*1 

nn 

A7i2 . 

.. n iy . 

A?1p 

ni. 

*2 

/121 

/122 • 

.. n 2j . 

• • n 2p 

n 2 . 

Xj 

n/i 

n/2 • 

. . n u . 

n ip 

rij 

Xk 

n/d 

n/c2 • 

■ ■ % . 

■ ■ n kp 

n k . 

Total 

n.i 

n. 2 • 

n 4 ■ 

■ ■ n p 

N 


- rijj : effectif de la modalite (x;,y y ) du couple ( X , Y ) 

- n L : effectif de la modalite x, de X (V la valeur de Y). 

- nj : effectif de la modalite y y de Y (V la valeur de X). 

Les rijj sont appeles effectifs conjoints du couple (X, V'). 

Les rij et n y sont appeles effectifs marginaux ( respectivement 
de X et de Y). 


On a les relations : 


ation des donnees 
netres statistiques 
III- AJUSTEMENT 


M 


p 

J2 n >j = n '- 

i*= i 

k 

Y, n v- n i 

§= 1 

P k P 

X>/ sc ’EX>y = A/ 

y=i «=i y=i 
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I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 
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Tableau des frequences 

Le tableau de frequences conjointes et marginales s’obtient en 
divisant tous les effectifs par la faille de la poulation : 


Y 

X 

n 

72 • 

■■ yj •• 

• v P 

Total 


fu 

ftz . 

Uj •• 

■ Up 


*2 

h\ 

f 2 2 ■ 

f2j •• 

• 

fe. 

Xj 

ft i 

f,2 . 

fij •• 

■ Up 

//. 

Xk 


fk2 ■ 

. . f kj . . 

■ fkp 

k 

Total 

ft 

f. 2 ■ 

tj •• 

■ fp 1 

1 1 
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i = i 

k p k p 

J2 f >- = J2 f j = J2J2 f ij = Jl 

i = i /=i '=i y=i 

* □ ► X S 1 ► < I ► < 1 
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- f-,j represente la proportion des individus ayant la modalite 
(x/, yj) du couple (X, Y). 

- fj . represente la proportion des individus ayant la modalite x, 
de X (V la valeur de Y). 

- fj represente la proportion des individus ayant la modalite y 7 - 
de / (V la valeur de X). 

Les fjj sont appeles frequences conjointes du couple (X, Y). 

Les f im et fj sont appeles frequences marginales, 
respective me nt de X et de Y. 
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Distribution conjointe 
Definition 

On appelle distribution conjointe du couple (X, /) la 
distribution a deux dimensions des individus de la population 
en fonction des modalites (x/,y y ) du couple (X, Y). 

Elle correspond aux effectifs n,y (ou aux frequence fy) du 
tableau de contingence. 


% 
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Presentation < 


Parametres statistiques 
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Distributions marginales 
Definition 

On appelle distribution marginale du caractere X la distribution 
a une dimension des individus de la population en fonction des 
modalites x, de X, independament de Y. 

Elle correspond aux effectifs n, (ou aux frequences f-,) de la 
derniere colonne du tableau de contingence. 

De fagon analogue, on definit la distribution marginale de Y. 
Elle correspond aux effectifs n.y (ou aux frequences fj) de la 
derniere ligne du tableau de contingence. 
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Distributions conditionnelles 
Definition 

On appelle distribution conditionnelle de X sous la condition 
/ = yj, la distribution a une dimension des individus de la 
population en fonction des modalites x, de X, sachant que la 
modal ite de / est y y . 

Elle correspond aux effectifs n /y , 1 < /' < k de la colonne j du 
tableau de contingence. 

De fagon analogue, on definit la distribution conditionnelle de 
Y sous la condition X = x,. 

Elle correspond aux effectifs n /y , 1 < j < p de la ligne / du 
tableau de contingence. 
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Les distributions conditionnelles de X sachant Y sont 
presentees dans un tableau de profils colonnes : 



On a p distributions conditionnelles de X sachant Y 
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Les distributions conditionnelles de Y sachant X sont 
presentees dans un tableau de profils lignes : 


X 

Y 

yi 

Y2 ■ 

■ ■ yj ■ 

■ y P 

Total 

*1 


nil 

n 12 • 

.. ny .. 

nip 

ni. 


*2 


n 2 i 

n 22 ■ 

. . n 2 j . 

■ ■ n 2p 

n 2 . 



Xj 


n/i 

n i 2 ■ 

.. n,j .. 

n,p 

n i 



Xk 


nki 

nk2 ■ 

■ ■ n k j . 

■ ■ n kp 

n k . 



On a k distributions conditionnelles de / sachant X 
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Remarques : 


- Pour un couple de caracteres (X, Y), on a : 

• une distribution conjointe, 

• deux distributions marginales, 

• p + k distributions conditionnelles, 

- les distributions marginales et les distributions 
conditionnelles sont des distributions a une seule dimension. 
Elies peuvent etre etudiees conformement a ce que nous 
avons vu au chapitre 1 . 
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Frequences conditionnelles 



Parcours MIP (S4) Module Ml 47 : Probabilites et Statistique 


I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


Frequences conditionnelles 
Definition 

La frequence conditionnelle du caractere / sachant que 
X = x„ (notee f yj / Xl ), est definie par : 


Elle correspond a la proportion d’individus presentant la 
modalite y y du caractere Y dans le sous-groupe d’individus 
presentant la modalite x, du caractere X. 


Exemple : 

Les distributions conjointe, marginales et conditionnelles (en 
effectifs) des notes de mathematique et de physique d’un 
groupe d’etudiants se presentent dans le tableau de 
contingence suivant : 


Math 

Physique 

[0,7[ 

[7,10[ 

[10,20] 

Total 

[0,7[ 

17 

5 

4 

26 

[7, 10[ 

3 

21 

9 

33 

[10, 15[ 

3 

10 

111 

124 

[15,20] 

0 

1 

16 

17 

Total 

23 

37 

140 

200 


Presentation des donnees 
III- AJUSTEMENT 


• 8,5% (=1 7/200) des etudiants n’ont pas valide les deux 
modules (frequence conjointe). 

• 13% (26/200) des etudiants n’ont pas valide le module de 
Physique (frequence marginale). 

• 70% (=140/200) des etudiants ont valide le module de 
Math (frequence marginale). 

• 8% (=16/200) des etudiants ont une note > a 15 en 
Physique et la moyenne en Math (frequence conjointe). 


% 
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• 73,9% (=17/23) des etudiants n’ayant pas valide le 
module de Math n’ont pas valide le module de Physique 
(frequence conditionnelle). 

• 65,4% (=17/26) des etudiants n’ayant pas valide le 
module de Physique n’ont pas valide le module de Math 
(frequence conditionnelle). 

• La proportion des etudiants n’ayant pas valide le module 
de Physique sachant qu’ils ont obtenu la moyenne en 
Math est 2,9% (=4/140) (frequence conditionnelle). 


% 
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Remarque : 

9 Les distributions des frequences conjointes et marginales 
s’obtiennent en divisant les effectifs conjoints et 
marginaux par N 

9 Les distributions des frequences conditionnelles de X 
sachant Y sont presentees dans un tableau de profils 
colonnes en divisant tous les effectifs d’une colonne j par 
I’effectif marginale n.y de cette colonne. 

9 Les distributions des frequences conditionnelles de Y 
sachant X sont presentees dans un tableau de profils 
lignes en divisant tous les effectifs d’une ligne / par 
I’effectif marginale n, de cette ligne. 


Presentation des donnees 
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Remarque : 

Pour les distributions des frequences, le tableau de 
contingence des effectifs s’eclate en un tableau des 
distributions des frequences conjointes et marginales et deux 
tableaux des distributions des frequences conditionnnelles. 


Tableau des frequences conditionnelles des notes de 
Physique sachant les notes de Math : 


Math 

Physique 

[0,7[ 

[7, 10[ 

[10,20] 

[0,7[ 

17/23 ~ 73,9% 

13,5% 

2,9% 

[7, 10[ 

3/23 ~ 13% 

56, 8% 

6,4% 

[10, 15[ 

3/23 ~ 13% 

27% 

79,3% 

[15,20] 

0/23 = 0% 

2,7% 

1 1 , 4% 

Total 

100% 

100% 

100% 


Tableau des frequences conditionnelles des notes de Math 
sachant les notes de Physique : 


Math 

Physique 

[0, 5[ 

[5,10[ 

[10,20] 

Total 

1 [0,7[ 

17/26 — 65,4% 

5/26 

4/26 

100% 

[7, 10[ 

3/33-9,1% 

21/33 

9/33 

100% 

[10, 15[ 

3/124-2,4% 

10/124 

111/124 

100% 

1 [15,20] 

0/17 = 0% 

1/17 

16/17 

100% 


I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistlques 

III- AJUSTEMENT 




des distributions partielles 


II- Parametres statistiques 
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II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


On distingue deux types de parametres : 

• Les parametres qui concernent un seul caractere, ils 
caracterisent les distributions partielles (marginales et 
conditionnelles). 

• Les parametres qui decrivent les relations qui existent 
entre les deux caracteres, ils caracterisent la distribution 
conjointe. 


I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistlques 

III- AJUSTEMENT 


11.1- Parametres des distributions partielles 


Les distributions partielles (marginales et conditionnelles) sont 
des distributions a une seule dimension. 

Elies peuvent etre etudiees conformement a ce que nous 
avons vu au chapitre 1 . 


I- Presentation des donnees 
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des distributions partielles 


Moyennes et variances marginales : 


/= 1 

ym = li'£ndxi-x) 2 

v /= i 

- 1 p 

Y =NT. n jyi 

j= i 

v m = l i 'h n i(yi-Y) 2 

M 
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des distributions partielles 


Moyennes et variances conditionnelles : 

Moyennes et variances conditionnelles de X sachant que 
Y = Yj '■ 

^ 1 k 

Xj=~^ n 'J x ^ 1 ^ V < P 

1 * 

W) = n .J2 n ij( x i- x jf’ 1 <j<p 


% 
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des distributions partielles 


Moyennes et variances conditionnelles de Y sachant que 


X = x, \ 


Yj 

Vi(Y) = 


l<i<k 

'■ y=i 

n ! J>/(yy-’P/) 2 , 1 <>< k 

'' 7=1 
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des distributions partielles 


Relations entre parametres marginales et parametres 
conditionnelles : 

On a : 

i k p i p 

X = N E E ni i Xi = Jj E n J X j 

i= i 7= i 7= f 

i p k i k 

^tfEE'W^E'^ 

7=1 /=1 #=i 

La moyenne marginale est egale a la moyenne des moyennes 
conditionnelles. 
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des distributions partielles 


De meme on montre que : 

v w = Jj E n M*) + 1 E n i(*i - xf 
;=1 /= 1 

n Y) = i E n, l/,( V) + i E n, (Y, - Y f 

E /-I 

La variance marginale est egale a la moyenne des variances 
conditionnelles plus la variance des moyennes conditionnelles. 


I- Presentation des donnees 
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III- AJUSTEMENT 


11.2- Covariance 


Definition 

La covariance d’un couple de variables ( X , Y), notee 
cov(X, Y ), est definie par : 


cov{X , Y) = {X-X)(Y-Y) = 


/=i /—l 
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des distributions partielles 


Proprietes : 


__ 1 k p 

• cov(X , Y) = XY-X.Y=-J2J2 n H x iyj- XY 

i= 1 7=1 

• Si X' = aX + b et Y' = cY + d (a, b, c et d des 
constantes) alors : cov(X', Y') = acx cov(X, Y) 

9 V{X) = cov{X,X) 

9 V(X + Y) = V(X) +V(Y) + 2cov(X, Y) 

9 \cov{X , /)| < a(X)a{Y) 
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des distributions partielles 


Remarque : 


• La covariance est positive ou negative selon que la 
relation entre les variables X et Y est croissante ou 
decroissante, c’est a dire selon que les deux variables 
varient dans le meme sens ou en sens inverse. 


% 


Parcours MIP (S4) Module Ml 47 : Probability et Statistique 


I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistlques 

III- AJUSTEMENT 


des distributions partielles 


Exemple 


Math 

Physique 

[0,7[ 

[7,10[ 

[10,20] 

Total 

[0,7[ 

17 

5 

4 

26 

[7, 10[ 

3 

21 

9 

33 

[10, 20[ 

3 

11 

127 

141 

Total 

23 

37 

140 

200 


% 
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■ Parametres des distributions partielles 


II- Parametres statistiques 
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• La moyenne marginale de la note de Physique est : 

26 x 3.5 + 33 x 8.5 + 141 x 15 _ 2486.5 inAO 
200 200 ' 

• La moyenne marginale de la note de Math est : 

■ 23 x3.5 + 37x 8.5 + 140 x 15 2495 

200 200 

• La moyenne du produit XY est : 

w 3.5 x (1 7 x 3.5 + 3 x 8.5 + 3 x 15) + 8.5 x (5x3.5 + 21 : 
Xy “ 20C 



9 D’ou 


cov(X, Y) = 12.18 
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III-1- Nuage statistique 
III-2- Ajustement lineairi 
III-3- Coefficient de corr 
III-4- Exemples d'ajustei 


III- AJUSTEMENT 


Soit ((x/,/y), riij) :<i<k 1<y<p une serie double associee a un 
couple de caracteres (X, V). 

On se pose les questions suivantes : 

• Existe-t-il une relation de dependance Y = f(X) entre les 
deux variables statistiques X et Y ? 

• Si on connaTt la valeur de I’une des variables, peut-on 
estimer la valeur de I’autre variable ? 

9 Comment mesurer la precision de I’estimation ou de la 
modelisation Y = f(X) ? 


III-1- Nuage statistique 


Pour repondre aux questions precedentes, on commence par 
representer le nuage statistique forme par les points 
My = (x/, yj) dans un repere cartesien. 

Remarque 

• Si une modalite (x/,y y ) a un effectif n, y > 1, on ecrit ce 
nombre a cote du point M,j. 

• Si les valeurs des variables sont groupees en classes, on 
considere les centres des classes. 


I- Presentation des donnees 
II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


III-1- Nuage statistlque 
III-2- Ajustement lineairc 
MI-3- Coefficient de corn 
111.4- Exemples d'ajustei 


Suivant I’allure du nuage statistique, on essaiera de 
determiner I’equation d’une courbe C approchant au mieux le 
nuage statistique. 


resentation des donnees 


111.1- Nuage statlstique 


• Parametres statistiques 


III- AJUSTEMENT 


III-2- Ajustement lineaire 

III-3- Coefficient de correlation lineaire 

111.4- Exemples d'ajustement non lineaire 


La solution de ce probleme est particulierement simple lorsque 
les point My du nuage statistique semblent a peu pres alignes. 

On cherchera alors une droite (D) d’equation Y = aX + b 
approchant au mieux le nuage de points. 

Cette droite s’appelle droite d’ajustement lineaire de / en 
fonction de X. 
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III-1- Nuage statlstique 
III-2- Ajustement lineairc 
III-3- Coefficient de corn 
111.4- Exemples d'ajustei 


Remarque 

II est possible que I’allure du nuage statistique suggere un 
ajustement non lineaire : exponentiel, puissance, 
logarithmique, etc. 


1- Presentation des donnees 


MI.1- Nuage statistique 


• Parametres statistiques 


III- AJUSTEMENT 


III-2- Ajustement lineaire 

III. 3- Coefficient de correlation lineaire 

III-4- Exemples d'ajustement non lineaire 


111.2- Ajustement lineaire - Methode des moindres 
carrees 


On suppose que les point My du nuage statistique sont plus au 
moins alignes de sorte que le nuage suggere un ajustement 
lineaire. 

Les points My = (x/,y y ) du nuage statistique sont renumerotes 
M- 1 , M 2 , ■ ■ ■ , Mn- 

L’effectif de chaque point M k = {x^),Y(k)) est note n k . 
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ill .1 - Nuage statistiqu 

111. 2- Ajustement linea 

111. 3- Coefficient de cc 


Definition 

L’ajustement lineaire ou affine, par la methode des moindres 
carrees, consiste a ajuster la distribution de ( X , V) par une 
droite D d’equation Y = aX + b telle que la somme 

S =J2 nk ( aXk +b ~ ytf 

k= 1 


soit minimale. 

La droite D s’appelle droite de regression lineaire de Y en 
fonction de X par la methode des moindres carrees. 
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Remarque 

En echangeant les roles de X et Y nous obtenons la droite de 
regression lineaire de X en fonction de Y. 


I- Presentation des donnees 
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111.1- Nuage statistiqu 

111. 2- Ajustement linea 

111. 3- Coefficient de cc 


Definition 

La droite de regression lineaire de X en fonction de / est la 
droite D' d’equation X = alY + b' telle que la somme 

S' = J2 n k(a'y k + b'~ x k f 

k=\ 

soit minimale. 
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111.1- Nuage statistique 
MI-2- Ajustement lineaire 
III. 3- Coefficient de correlation lineaire 


Theoreme 


• La droite de regression D de Y en fonction de X, par la 
methode des moindres carres, a pour equation 
Y = aX + b avec : 


_ Cov(X, Y) 
a ~ V{X) 


b= Y - aX 


9 La droite de regression D' de X en fonction de Y, par la 
methode des moindres carres, a pour equation 
X = al Y + b' avec : 


v CW(X, Y) 
V(Y) 


b' = X - at Y 
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ill.1- Nuage ; 


II- Parametres statistlques 

III- AJUSTEMENT 


III. 2- Ajustement lin 
MI-3- Coefficient de 
III-4- Exemples d'aji 


:orrelation lineaire 


Remarque 

Les droites de regression D et D' passent par le point moyen 
G — (X,Y). 

Ainsi, pour tracer une droite de regression, il suffit de choisir 
un deuxieme point appartenant a cette droite. 


I- Presentation des donnees 
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III. 3- Coefficient de correlation lineaire 


Exemplel 

On considere un echantillon de 200 etudiants pour chacun 
desquels, on a releve la note de mathematique X et la note de 
physique Y : 


Physique ( Y ) 

Math (X) 

[0,6[ 

[6,10[ 

[10,20] 

Total 

[0,6[ 

18 

9 

0 

27 

[6, 10[ 

3 

21 

9 

33 

[10, 12[ 

2 

8 

77 

87 

[12, 1 6[ 

0 

3 

34 

37 

[16,20] 

0 

0 

16 

16 

Total 

23 

41 

136 

200 
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111. 3- Coefficient de correlation lineaire 

111.4- Exemples d'ajustement non lineaire 

On commence par representer le nuage des points yf) 
dans un repere cartesien. 



Figure: Nuage de points (x/,/y). 
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ill.1- Nuage ; 


II- Parametres statistlques 

III- AJUSTEMENT 


III. 2- Ajustement lin 
MI-3- Coefficient de 
III-4- Exemples d'aji 


:orrelation lineaire 


On va determiner les droite d’ajustement ( D ) et (O') par la 
methode des moindres carrees. Pour cela, on complete le 
tableau precedent en remplagant chaque classe par son 
centre. 

Les nombres entre parenthese represented les produits 

nijXiyj. 
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111.3- Coefficient de cc 


yj 

Xj 

3 

8 

15 

rij 

n-,Xj 

n,xf 

3 

18 

(162) 

9 

(216) 

0 

(0) 

27 

(378) 

81 

243 

8 

3 

(72) 

21 

(1344) 

9 

(1080) 

33 

(2496) 

264 

2112 

11 

2 

(66) 

8 

(704) 

77 

(12705) 

87 

(13475) 

957 

10527 

14 

0 

(0) 

3 

(336) 

34 

(7140) 

37 

(7476) 

518 

7252 

18 

0 

(0) 

0 

(0) 

16 

(4320) 

16 

(4320) 

288 

5184 

n j 

23 

(300) 

41 

(2600) 

136 

(25245) 

200 

(28145) 

2108 

25318 
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III. 3- Coefficient de correlation lineaire 


D’ou les resultats : 


y _ 2108 

200 


10.54 




V(X) = 


-(10.54) 2 = 15.4984 


QQAQ 1 

V(Y) = ~2qq- ~ (1 2- 185)2 = 18 . 68 ° 8 
Cov(X, Y ) = - 10.54 x 12.185 = 12.2951 
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III. 3- Coefficient de correlation lineaire 


Done les valeurs de a et b sont donnees par : 

a= !f|§1 0.7933 

15.4984 

b = 12.185 - 0.7841 x 10.54 = 3.8235 
ou I’equation de la droite d’ajustement de Y en fonction de 


(D) : Y = 0.79X + 3.82 

De meme, on obtient I’equation de la droite d’ajustement de X 
en fonction de Y : 

(O') : X = 0.66 / + 2.52 
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On trace les droites (D) et ( D ') avec le nuage statistique. 
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III-3- Coefficient de cc 


Exemple2 

Cas particulier : Chaque modalite a un effectif = 1 

Pour un couple de variables (X, Y ) ou chaque modalite (x/,y y ) 
du couple a un effectif < 1 , les donnees peuvent etre 
presentees sous forme d’un tableau de ce type : 


X 

*1 

*2 


Xj 


x N 

Y 

yi 

72 


Yi 


Yn 
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III. 3- Coefficient de correlation lineaire 


Exemple : 

On considere un echantillon de 10 arbres pour chacun 
desquels, on a mesure le diametre X et la hauteur Y (en cm) : 


X 

15 

21 

17 

22 

20 

13 

19 

15 

18 

23 

Y 

300 

380 

330 

360 

420 

290 

350 

320 

360 

420 


% 


On commence par representer le nuage des points (x,,y,) 
dans un repere cartesien. 
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III. 3- Coefficient de correlation lineaire 


Le nuage statistique suggere un ajustement lineaire (les points 
sont presque alignes). 

On va determiner la droite de regression ( D ) de / en fonction 
de X par la methode des moindres carrees. 


Pour cela, on complete le tableau suivant : 


I- Presentation des donnees 
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III. 3- Coefficient de correlation lineaire 


Xj 

y/ 


y'f 

m 

15 

300 

225 

90000 

4500 

21 

380 

441 

144400 

7980 

17 

330 

289 

108900 

5610 

22 

360 

484 

129600 

7920 

20 

420 

400 

1 76400 

8400 

13 

290 

169 

81400 

3770 

19 

350 

361 

122500 

6650 

15 

320 

225 

1 02400 

4800 

18 

360 

324 

129600 

6480 

23 

420 

529 

1 76400 

9660 

183 

3530 

3447 

1264300 

65770 
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111.1- Nuage statistiqu 
MI-2- Ajustement linea 
III.3- Coefficient de cc 


On obtient done : 


V W = “ ( 18 - 3 ) 2 = 981 


V(Y) = - 


- (353) 2 


Cov(X, Y) = - 1 8.3 x 353 = 1 17.1 

Done les valeurs de a et b sont donnees par : 

117.1 


b = 353- 11 .9368 x 1 8.3 = 1 34.5566 
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III. 3- Coefficient de correlation lineaire 


ou I’equation de la droite d’ajustement de Y en fonction de 
( D):Y= 11.94X+ 134.56 

De meme, on obtient I’equation de la droite d’ajustement de X 
en fonction de Y : 


(D') : X = 0.064 V' — 4.400 


Ill- AJUSTEMENT 


111.1- Nuage statistique 
MI-2- Ajustement lineaire 
III. 3- Coefficient de correlation lineaire 



% 
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MI-2- Ajustement lineaire 

III-3- Coefficient de correlation lineaire 

MI-4- Exemples d’ajustement non lineaire 


III. 3- Coefficient de correlation lineaire 


Lorsque I’on a estime la droite de regression, on doit se 
demander si cette estimation est de bonne qualite. 

Pour cela on definit le coefficient de correlation qui permet de 
mesurer I’intensite de dependance lineaire entre les deux 
variables X et Y. 
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MI-1- Nuage statistique 
MI-2- Ajustement lineaire 
III-3- Coefficient de correlation lineaire 
III-4- Exemples d'ajustement non lineaire 


Definition 

Le coefficient de correlation lineaire d’un couple de variables 
statistiques quantitatives ( X , Y), note r(X, Y), est defini par : 


r(X, Y) = 


Cov(X, Y) 
a(X)a(Y) 


% 
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MI-1- Nuage statistique 
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Proprietes 

a r, Cov(X , Y), a et d sont tous de meme signe. 
a 1 < r < 1 
a r 2 = ad 


Remarques 


• Le coefficient de correlation nous renseigne sur I’intensite 
de la dependance lineaire entre les deux variables X et Y. 
L’ajustement est d’autant meilleur que |r| est proche de 1 
et il est d’autant plus mauvais que \r\ est proche de 0. 

• r = ±1 <^> relation lineaire parfaite du type Y = aX + b\ 
correlation lineaire parfaite 

• Line correlation lineaire parfaite ( r = ±1) se traduit 
graphiquement par : les droites D et D' sont confondues. 


111.1- Nuage ! 


II- Parametres statistlques 

III- AJUSTEMENT 


III-2- Ajustement lineaire 

III-3- Coefficient de correlation lineaire 

III-4- Exemples d'ajustement non lineaire 


• r = 0 aucune dependance lineaire entre les deux 
variables. 

• Un coefficient de correlation nul ne signifie pas 
I’independance entre les deux variables. II peut exister 
une relation non lineaire entre elles. 
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III-3- Coefficient de correlation I 


Exemple Reprenons I’exemple 2. 


On a 


d’ou : 


Cov(X, Y) = 117.1 
V{X ) = 9.81 
V(Y) = 1821 


La valeur de r est proche de 1 (> 0.7). 

On a done une bonne correlation lineaire entre les deux 
variables X et 
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II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


III-3- Coefficient de correlation I 


Done, on peut esperer de bonne estimation par la droite de 
regression. 

Par exemple, le diametre X d’un arbre de hauteur Y = 450 cm 
peut etre estime par la droite de regression (D 1 ) d’equation : 

X = 0.064^-4.400. Soit: 


X = 0.064 x 450 - 4.4 = 24.4 cm 


I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


11.1- Nuage statistique 


i lineaire 
on lineaire 


111.4- Exemples d’ajustement 
non lineaire 



I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


1- Nuage statistique 


Ajustement exponentiel 

On suppose que les variables X et Y sont reliees par une 
relation du type : 

Y — k- exp(aX) 

En prenant le logarithme de cette expression, on obtient : 
In Y = aX + In k 

En posant Z = In Y et b = In k, on obtient I’equation d’une 
droite Z = aX + b. 

Ainsi, on se ramene a un probleme d’ajustement lineaire. 


■ : Probabilites et Statistiqi 


Exemple3 


Etude de revolution d’une population en extinction, composee 
initialement de 200 individus (releves mensuels effectues 
pendant 8 mois) : 


Mois (x,) 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Nbre d’individus (y,) 

200 

121 

74 

45 

27 

16 

10 

6 

4 


111.1- Nuage s 


II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


Nuage statistique : 
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111.2- Ajustement lineaire 

III-3- Coefficient de correlation lineaire 

111.4- Exemples d'ajustement non lineal 



1- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


1- Nuage statistique 


as d'ajustement non lineaire 


L’allure du nuage de point (x ( ,y ( ) montre qu’il existe entre les 
variables X et Y une relation non lineaire (exponentiel). 

On va ajuster la distribution de (X, Y) par une fonction 
exponentielle : Y = /cexp(aX). 

Pour cela, on pose le changement de variables Z = In Y. 


I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


1- Nuage statistique 


On obtient un nouveau tableau et un nouveau nuage de points 

(■ xi, z, ) 


Xj 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Zj 

5.3 

4.8 

4.3 

3.8 

3.3 

2.8 

2.3 

1.8 

1.4 
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I- Presentation des donnees 


1- Nuage statistique 


III- AJUSTEMENT 


III. 3- Coefficient de correlation lineaire 
III-4- Exemples d'ajustement non lineaire 



Figure: Nuage de points (x/,z y ). 
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I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


1- Nuage statistique 


Le nuage de points (x/,z,) suggere maintenant un ajustement 
lineaire. 

La droite de regression de Z en fonction de X par la methode 
des moindres carrees a pour equation : 

Z = -0.49X + 5.3 

On deduit une modelisation de Y en fonction de X donnee par 
Y = 200exp(-0.49X) 
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I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


1- Nuage statistique 


Ajustement puissance 

On suppose que les variables X et Y sont reliees par une 
relation du type : 

Y = k(X) a 

En prenant le logarithme de cette expression, on obtient : 

In Y = alnX + ln/c 

En posant Z = In Y, T = In X et b = In k, on obtient I’equation 
d’une droite Z = aT + b. 

Ainsi, on se ramene a un probleme d’ajustement lineaire. 
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I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


1- Nuage statistique 


Exemple4 

Considerons la serie statistique suivante : 


Xj 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Vi 

2 

5 

9 

13 

17 

22 

26 

32 

37 

42 


Ill- AJUSTEMENT 


Nuage statistique : 



Figure: Nuage de points (x/,y y ). 
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resentation des donnees 


111.1- Nuage statistique 


• Parametres statistiques 


III- AJUSTEMENT 


III-2- Ajustement lineaire 

111. 3- Coefficient de correlation lineaire 

111.4- Exemples d'ajustement non lineaire 


L’allure du nuage de point (x,,y,) montre que I’ajustement des 
variables (X, Y) ne peut pas etre lineaire. 

Nous allons alors ajuster la distribution de (X, /) par une 
fonction puissance de la forme : / = k(X) a . 

Pour cela, on pose le changement de variables Z = In Y et 
T = InX. On obtient un nouveau tableau et un nouveau nuage 
de points (t if zf) : 
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I- Presentation des donnees 

II- Parametres statistiques 

III- AJUSTEMENT 


1- Nuage statistique 


t, 

0 

0.693 

1.099 

1.386 

1.609 

1.792 

1.946 

2.079 

Z; 

0.693 

1.609 

2.197 

2.565 

2.833 

3.091 

3.258 

3.466 


% 
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1- Nuage statistique 


III- AJUSTEMENT 


III. 3- Coefficient de correlation lineaire 
III-4- Exemples d'ajustement non lineaire 



Figure: Nuage de points (f/,z y ). 
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Le nuage de points (f/,z,) suggere maintenant un ajustement 
lineaire. 

La droite de regression de Z en fonction de 7 par la methode 
des moindres carrees a pour equation : 

Z = 1.322 7 + 0.307 

La modelisation de Y en fonction de X est donnee par : 


I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 

III- Probabilites conditionnelles 


IV- Denombrement 


Chapitre 3 

Calcul des Probabilites 


% 
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I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 

III- Probabilites conditionnelles 


IV- Denombrement 


Introduction 


% 
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I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 

III- Probabilites conditionnelles 


IV- Denombrement 


Le calcul des probabilites intervient dans I’etude des 
phenomenes aleatoires pour lesquels le resultat est 
imprevisible. 
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I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 

III- Probabilites conditionnelles 


IV- Denombrement 


Le calcul des probabilites intervient dans I’etude des 
phenomenes aleatoires pour lesquels le resultat est 
imprevisible. 

Le but principal de ce chapitre est de se familiariser avec le 
raisonnement probabiliste. 
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Sommaire 


I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 

III- Probabilites conditionnelles 


IV- Denombrement 


Q I- Notions de base 

a 1.1- Experience aleatoire 
a 1.2- Ensemble fondamental 
a 1.3- Evenements 
a 1.4- Evenements remarquables 
O II- Espaces probabilises 
a 11.1- Tribu d’evenements 
a 11.2- Definition de la probabilite 
a 11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 
a 11.4- Probabilite uniforme 
§ III- Probabilites conditionnelles 
a III.1- Definition et proprietes 
a III. 2- Evenements independants 
Q IV- Denombrement 

^ l \/1 a 
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I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 

III- Probabilites conditionnelles 


1.1 - Experience aleatoire 




I- Notions de base 
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Notions de base 


1.1- Experience aleatoire 

1.2- Ensemble fondamental 

1.3- Evenements 

1.4- Evenements remarquables 


I- Espaces probabilises 
abilites conditionnelles 
IV- Denombrement 


1.1 Experience (ou epreuve) aleatoire 


Definition 

On appelle experience (ou epreuve) aleatoire toute experience 
dont le resultat est imprevisible, mais dont /’ ensemble de tous 
les resultats possibles est connu a I’avance. 

Chacun des resultats possible a une certaine chance d’etre 
realise. 
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I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 

III- Probabilites conditionnelles 


1.1- Experience aleatoire 

1.2- Ensemble fondamenti 




Exemples : 

9 Lancer un de. 

9 Choisir une boule dans une urne. 

9 Effectuer une prise de sang sur un individu. 
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1.2 Ensemble fondamental (ou univers) 


Definition 

L’ensemble de tous les resultats possibles d’une experience 
aleatoire est appele univers (ou ensemble fondamental) 
associe a cette experience. II est note Q. 


Notions de base 


1.1- Experience aleatoire 


II- Espaces probabilises 
■ Probability conditionnelles 
IV- Denombrement 



ables 


Exemple : 

9 Lancer un de non truque : ft = {1 , 2, 3, 4, 5, 6} 

9 Determiner le groupe sanguin d’un individu : 

£1 = {A,B,AB, 0} 

9 Lancer deux des : Q = {(/,/), 1 < / < 6; 1<y'<6} 


Notions de base 


1.1- Experience aleatoire 

1.2- Ensemble fondamental 


I- Espaces probabilises 
abilites conditionnelles 
IV- Denombrement 


1.3 Evenements 


Soit ft un univers associe a une epreuve aleatoire. 

Definition 

On appelle evenement toute partie de ft, dont on sait dire, a 
I’issue de I’epreuve, s’il est realise ou non. 

Un evenement (note A) est caracterise par le sous-ensemble 
A c ft des resultats uj e ft qui le realisent. 
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I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 

III- Probability conditionnelles 


1.1- Experience aleatoire 




Exemple 

« On lance un de non truque. 

Soit I’evenement A = ’’obtenir un point pair”. On a 
/A = {2,4, 6}. 

A I’issue de I’epreuve, on peut affirmer sans ambiguite si 
A est realise ou non. 

9 On lance deux des non truques. 

Soit I’evenement A = ”la somme des points est superieure 
a 1 0”. On a A = {(5, 6), (6, 5), (6, 6)} 

9 On mesure la glycemie d’un individu. 

Soit I’evenement A = ”la glycemie vaut \/2”. 

A = {\/2} est bien une partie de ft mais il est impossible 
de savoir s’il est realise ou pas. 
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I- Notions de base 1.1 - Experience aleatoire 

II- Espaces probabilises 1.2- Ensemble fondamental 

III- Probabilites conditionnelles 1.3- Evenements 




Remarques : 

« On dit que I’evenement A est realise si le resultat de 
I’epreuve aleatoire est un element du sous-ensemble A. 
9 Toute partie de ft n’est pas forcement un evenement. 

9 L’ensemble de tous les evenements associes a une 
epreuve aleatoire, note £ (ft), verifie : 

£ (ft) c P(ft) 

ou "P(ft) est I’ensemble des parties de ft. 

9 Si ft estfini, on a : 


£ (ft) = V(p) 
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I- Notions de base 


1.1 - Experience aleatoire 


I- Espaces probabilises 
abilites conditionnelles 
IV- Denombrement 



1.4 Evenements remarquables 

a) Evenement elementaire 

Un evenement est dit elementaire s’il est un evenement 
constitue d’un seul element u e ft. On le note {w} et on 
impose que ce soit un evenement : 


b) Evenement impossible 

On appelle evenement impossible, I’evenement qui ne peut 
etre realise, quelle que soit I’issue de I’epreuve. 

On le note 0 et on impose que ce soit un evenement : 


M e e{Q) 



0 € S(Q) 
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Notions de base 


1.1 - Experience aleatoire 


I- Espaces probabilises 
abilites conditionnelles 
IV- Denombrement 



1.4 Evenements remarquables 


c) Evenement certain 

On appelle evenement certain, I’evenement qui est toujours 
realise quelle que soit I’issue de I’epreuve. 

On le note ft et on impose que ce soit un evenement : 


ft g E (ft) 
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Notions de base 


1.1- Experience aleatoire 


I- Espaces probabilises 
abilites conditionnelles 
IV- Denombrement 



1.4 Evenements remarquables 


d) Evenement contraire 

On appelle evenement contraire d’un evenement A, 
I’evenement qui est realise si et seulement si A ne I’est pas. 
On le note A et on impose que ce soit un evenement : 


V4e£(fi), A€S(tt) 
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Diagramme : 


Notions de base 


1.1- Experience aleatoire 


I- Espaces probabilises 
abilites conditionnelles 
IV- Denombrement 



1.4 Evenements remarquables 


e) Intersection de deux evenements 
On appelle intersection de deux evenements A et B, 
I’evenement qui est realise si et seulement si A et B sont 
realises simultanement. 

On le note A n B et on impose que ce soit encore un 
evenement : 


V A, SG5(n), AnBe£(Q) 


J 
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Diagramme : 


I- Notions de base 


1.1 - Experience aleatoire 


II- Espaces probabilises 
■ Probabilities conditionnelles 
IV- Denombrement 



1.4 Evenements remarquables 

f) Union de deux evenements 

On appelle union de deux evenements A et B, I’evenement qui 
est realise si et seulement si I’un au moins des evenements A 
ou B est realise. 

On le note A u B et on impose que ce soit encore un 
evenement : 


VASef(fi), AuBe£{Q) 


Diagramme : 

On peut generaliser les deux dernieres definitions a n 
evenements. 
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Notions de base 


1.1- Experience aleatoire 


I- Espaces probabilises 
abilites conditionnelles 
IV- Denombrement 



1.4 Evenements remarquables 


g) Implication 

On dit que I’evenement A implique I’evenement B lorsque la 
realisation de A entraTne la la realisation de B. 

On note : A c B 





Notions de base 


1.1- Experience aleatoire 


I- Espaces probabilises 
abilites conditionnelles 
IV- Denombrement 



1.4 Evenements remarquables 


h) Evenements incompatibles 

Deux evenements A et B sont dits incompatibles s’ils ne 
peuvent etre realises simultanement. 

Autrement dit, A et B sont incompatibles si et seulement si 


An B = 0 
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Diagramme : 


I- Notions de base 
li- Espaces probabilises 
III- Probabilites conditionnelles 


1.1 - Experience aleatoire 




Exemple 

On jette un de et on considere les evenements : 
A = ’’obtenir un point pair”. 

B = ’’obtenir un point impair”. 

A et B sont incompatibles. 


Notions de base 


1.1- Experience aleatoire 


II- Espaces probabilises 
■ Probability conditionnelles 
IV- Denombrement 



Remarques 

9 Deux evenements contraires A et A sont incompatibles. 

De plus, leur union est egale a ft. On dit qu’ils torment 
une partition de ft (ou un systeme complet). 

<* Inversement, deux evenements incompatibles ne sont pas 
necessairement contraires. 


Remarque 

On vient de definir sur les evenements d’une experience 
aleatoire des operations logiques correspondantes aux 
operations definies sur les parties d’un ensemble. 

Ainsi, on etablit une correspondance entre le langage des 
evenements (language probabiliste) et le langage des 
ensembles (langage ensembliste). 

Le tableau suivant resume la correspondance de vocabulaire 
et de notations : 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 


1.1 - Experience aleatoire 




Voc. probabiliste 

Voc. ensembliste 

Notations 

Ev. A 

ss-ensemble A de ft 

A c fi 

Ev. impossible 

ensemble vide 

0 

Ev. certain 

ens. de ts les resultats 

ft 

u realise A 

uj appartient a A 

ueA 

Ev. A ou B 

union de A et B 

AuB 

Ev. A et B 

intersection de A et B 

AnB 

Ev. contraire de A 

complementaire de A 

A 

/A et B incompatibles 

/A et B sont disjoints 

AnB = 0 

A implique B (/A => B) 

A inclu dans B 

AcB 
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Notions de base 


1.1 - Experience aleatoire 


li- Espaces probabilises 
■ Probabilities conditionnelles 
IV- Denombrement 



Exemple 

On lance un de non truque : ft = {1 , 2, 3, 4, 5, 6}; (ft fini) 
On a : £(fi) = P(Q); ( Card{T{Q . )) = 2 Card W). 

Soient les evenements : 

A = ’’obtenir un point < 4”. 

B = ’’obtenir un point > 3”. 

On a : 

/4ne={3,4} 

aub=q 

A = { 5,6} 

B = { 1,2} 

{2} A 
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Proprietes 


Notions de base 


1.1- Experience aleatoire 


II- Espaces probabilises 
■ Probability conditionnelles 
IV- Denombrement 



On retrouve pour les evenements des proprietes analogues a 
celles connues sur les ensembles : 

Si A, Bet C sont des evenements, alors : 

• A = A 

• 0 = ft et ft = 0 

• A 7TB = AuB et AuB = Anl3 (Lois de Morgan) 

9 An A = 0 et A\jA = Q. 

« An A = A et AuA = A 

• /Anfi = /A et AU0 = A 
9 An0 = 0 et /4 u ft = fi 
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Notions de base 


1.1- Experience aleatoire 


I- Espaces probabilises 
abilites conditionnelles 
IV- Denombrement 



Proprietes 

9 An B = Bn A et AuB= Bu A 
9 An(BnC) = (AnB)nC et Zlu(6uC) = (/lu6)uC 
9 An{BuC) = {AnB)u(AnC) et 
Au{BnC) = {AuB)n{AuC) 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 


II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probability conditionnelles 11.3- Univers denombrable (fii 

IV- Denombrement 11.4- Probability uniforme 


II- Espaces probabilises 


% 
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II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


1.1- Tribu d’evenements 

Soit ft un univers associe a une epreuve aleatoire. 
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I- Notions de base 11.1 - Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probabilities conditionnelles 11.3- Univers denombrable (tin! ou infini) 

11.2- Definition de la probability 

Soit ft un univers et T une tribu d’evenements de ft. 
Definition 

On appelle probability sur (ft,T) toute application : 

P : T — ^ [0, 1 ] 

verifiant : 

(i) P(n) = 1 

(ii) V A, B e T, si A et B sont incompatibles alors : 

p{Au B) = p{A) + p{B) 
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I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 


II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probability conditionnelles 11.3- Univers denombrable (fii 

IV- Denombrement 11.4- Probability uniforme 


Definition 

On appelle espace probabilise tout triplet (ft,T,p) ou Q 
designe un univers, T une tribu d’evenements de ft et p une 
probability sur 
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I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 


II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 
III- Probability conditionnelles 11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 


Remarques : 

- L’idee est done d’associer a chaque evenement AeT un 
nombre reel positif compris entre 0 et 1 , note p(A), qui mesure 
la chance (ou la frequence) qu’a I’evenement A pour se 
realiser. 

- p(A) est appele probability de I’evenement A. 

- Si ft est fini, on prend T = "P(ft) 
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: Probability et Statistique 


I- Notions de base 11.1 - Tribu d’evenements 


II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Proprietes d’une probability 

Soit (ft,T,p) un espace probabilise. 

• s\A-\,A 2 ,...,A n sont n evenements deux a deux 
incompatibles alors : 

p(IK)=£p(a,) 

k= 1 k = 1 

« Si A est un evenement, alors : 

p(A) = A-p{A) 

9 si A c 6 alors p(A) < p(B ) 
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I- Notions de base 11.1 - Tribu d’evenements 


II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probabilities conditionnelles 11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 


Proprietes d’une probability 

9 Si A et B sont deux evenements quelconques, alors : 
p(A U B) = p(A) + p(8) - p{A n B) 

9 si Ai , A 2 , . . . , A n sont n evenements quelconques, alors 

p{\jA k )<Y,p(A k ) 

k = 1 /c=1 

9 

p( [J A k ) = Formule du crible (voir TD) 

/c=1 
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I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises 

11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 


Definition 

Un univers ft est dit denombrable si on peut numeroter tous 
ses elements. 

exemple : 


- Un univers fini est denombrable (ft = , cj 2 , . . . , oj n }) 

- ft = {cvi , u 2 , . . . , uj k , . . .} est un univers infini denombrable. 


- ft = [0; 20] est un univers infini non denombrable. 
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I- Notions de base 11.1 - Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises 

11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 

Theoreme 

Soit ft un univers denombrable (chaque element cu,- definit un 
evenement elementaire {w,}). 

Une probability sur ft est completement determinee, de fagon 
unique, par la donnee des probabilites des evenements 
elementaires p({w/}), grace a la formule : 

V*e£(ft), p(A)=J2P(Wi}) 

ui/eA 


E p(M) = 1 

Parcours MIP (S4) Module Ml 47 : Probabilites et Statistique 


On a : 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probability conditionnelles able (fini ou infini) 

11.4- Cas particulier : Probability uniforme 


Definition 

Soit Q = ■ ■ - , co-a/} un univers fini (i.e. (£( Q) = V(Q.)). 

Line probability p sur ft est dite uniforme si tous les 
evenements elementaires ont la meme chance de se realiser : 


V 1 < i,j < N, p({ui}) = p{Wj}) 



: Probabilites et Statistique 


On dit egalement qu’on a equiprobabilite. 


I- Notions de base 1 11.1- Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises ' on de la probability 


III- Probabilites conditlonnelles 11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 


Remarque 

En general, on n’a pas a demontrer qu’on a equiprobabilite. 
C’est plutot I’enonce qui le suggere. 
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I- Notions de base 11.1 - Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 
III- Probabilites conditionnelles ble (tin! ou infini) 

11.4- Cas particulier : Probability uniforme 
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I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probability conditionnelles 11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 


Exemple 

On lance un de non truque, done on a equiprobabilite et ft est 
fini : 

V ujj e ft, p({u>j}) = - 

Soit I’evenement A = ’’obtenir un point pair”. On a : 
p(A) = 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probability conditionnelles 11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 


Exemple 

On lance un de non truque, done on a equiprobabilite et ft est 
fini : 

V ujj e ft, p({u;/}) = - 

Soit I’evenement A = ’’obtenir un point pair”. On a : 
p(>A)=p({2,4,6}) = |=0.5 
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: Probability et Statistique 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Exemple 

On lance deux des non truques. On a equiprobabilite et ft est 
fini. 

Soit I’evenement A = ’’obtenir au moins un point pair”. On a : 


p{A) = 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Exemple 

On lance deux des non truques. On a equiprobabilite et ft est 
fini. 

Soit I’evenement A = ’’obtenir au moins un point pair”. On a : 


p{A) = 


27 

36 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Exemple 

On lance deux des non truques, un noir et un blanc. 
Soit les evenements : 

N = ”le numero le plus eleve apparaTt sur le de noir” 
B = ”le numero le plus eleve apparaTt sur le de blanc’ 
E = ”les deux des ont le meme numero” 


On a : 


P(E) = 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Exemple 

On lance deux des non truques, un noir et un blanc. 
Soit les evenements : 

N = ”le numero le plus eleve apparaTt sur le de noir” 
B = ”le numero le plus eleve apparaTt sur le de blanc’ 
E = ”les deux des ont le meme numero” 

On a : 

P(E)=l 

P(N) — p{B) — 


■ : Probabilites et Statistiqi 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Exemple 

On lance deux des non truques, un noir et un blanc. 
Soit les evenements : 

N = ”le numero le plus eleve apparaTt sur le de noir” 
B = ”le numero le plus eleve apparaTt sur le de blanc’ 
E = ”les deux des ont le meme numero” 

On a : 

P(E)=l 


p(N)=p(B) = A 


■ : Probabilites et Statistiqi 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Exemple 

Une urne contient 3 boules blanches, 4 boules rouges et 6 
boules noires. 

On tire une boule au hasard, done on equiprobabilite. 

Soit les evenements : 

B = ’’obtenir une boule blanche” 

R = ’’obtenir une boule rouge” 

N = ’’obtenir une boule noire”. 

On a : 


% 
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I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Exemple 

Une urne contient 3 boules blanches, 4 boules rouges et 6 
boules noires. 

On tire une boule au hasard, done on equiprobabilite. 

Soit les evenements : 

B = ’’obtenir une boule blanche” 

R = ’’obtenir une boule rouge” 

N = ’’obtenir une boule noire”. 

On a : 

P(e) = ^;p(fi) = 4; P(N) = ^. 
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I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probability conditionnelles 11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 


Remarquel 

Dans le cas d’une probability uniforme, Les denombrements 
des cas favorables et des cas possibles peuvent necessiter 
des calculs d’analyse combinatoire (denombrement), rappeles 
au dernier paragraphe de ce chapitre. 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probabilite 


Exemple 

Dans une urne contenant 9 boules numerotees de 1 a 9 et 26 
boules numerotees de A a Z, on tire au hasard 6 boules pour 
former un mot de passe. 

Quelle est la probabilite d’obtenir un mot de passe contenant 
autant de chiffres que de lettres ? 
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: Probability et Statistique 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probability conditionnelles 11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 


Remarque2 

Le cas particulier de probability uniforme ne se presente pas 
toujours. L’univers ft peut etre infini et meme s’il est fini, les 
evenements elementaires peuvent ne pas avoir tous la meme 
chance de se realiser. 


I- Notions de base lu- 
ll- Espaces probabilises 11.2- 

IV- Denombrement 11.4- 


Tribu d’evenements 




Exemple(ft infini denombrable) 

On lance un de non truque jusqu’a I’apparition du point n° 6. 
On s’interesse au nombre de lancers necessaires. 

On a Q infini denombrable : 

ft = 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Exemple(ft infini denombrable) 

On lance un de non truque jusqu’a I’apparition du point n°6. 
On s’interesse au nombre de lancers necessaires. 

On a Q infini denombrable : 

ft = = IN* 


On a : 


V k e ft, p{k) = 
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: Probability et Statistique 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 
II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Exemple(ft infini denombrable) 


On lance un de non truque jusqu’a I’apparition du point n°6. 
On s’interesse au nombre de lancers necessaires. 

On a Q infini denombrable : 


ft = {1 ,2, . . . , Ac, . . .} = IN* 


On a : 


V/ce ft, 



1 

6 


+oo 

verifier que : ^p(/r) = 1 

k = i 


% 
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I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probability conditionnelles 11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 


Soit I’evenement A = ’’effectuer au moins deux lancers”. On a : 


p(A) = 


% 
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I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 

III- Probability conditionnelles 11.3- Univers denombrable (fini ou infini) 


Soit I’evenement A = ’’effectuer au moins deux lancers”. On a : 

P(A) = l 
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I- Notions de base 11.1 - Tribu d’evenements 

II- Espaces probabilises ion de la probability 

Exemple (ft non denombrable) 

- On lance deux des non truques, un noir et un blanc. On 
s’interesse a la distance separant les deux des. On a alors 
une infinite d’eventualites et on peut considerer que : 


ft = [0, d\ 


I- Notions de base 11.1- Tribu d’evenements 


II- Espaces probabilises 11.2- Definition de la probability 


Exemple (ft non denombrable) 

- On lance deux des non truques, un noir et un blanc. On 
s’interesse a la distance separant les deux des. On a alors 
une infinite d’eventualites et on peut considerer que : 


ft = [0, d\ 

- On effectue une prise de sang sur un individu choisi au 
hasard. On s’interesse a la mesure de la glycemie. 

On a encore une infinite d’eventualites et on peut considerer 
que : 

ft = [0, a] 
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: Probability et Statistique 




II- Espaces probabillses 111.1- 

Probabilites conditionnelles 111.2- 

IV- Denombrement 



III- Probabilites 
conditionnelles 
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Question 

Le fait de savoir qu’un evenement B est realise peut-il modifier 
la probability de realisation d’un autre evenement A ? 


I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 



Exemple 

La repartition d’un groupe d’etudiants selon la note du module 
de mathematique et le sexe est representee dans le tableau 
suivant : 


Sexe 

Note de Math 

Masculin 

Feminin 

Total 

[0,7[ 

4 

3 

7 

[7, 10[ 

17 

15 

32 

[10,20[ 

21 

36 

57 

Total 

42 

54 

96 


I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 



Un etudiant est choisi au hasard. 

On conside les evenements suivants : 

A = Tetudiant choisi est un gargon” 

B = ’Tetudiant choisi a valide le module” 

On a : 
p(A) = 
p(B) = 
p(A n B) = 


■ : Probabilites et Statistiqi 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 
III- Probabilites conditionnelles 111.2- Evenements independants 


IV- Denombrement 


On suppose maintenant qu’on sait que I’etudiant choisi au 
hasard a valide le module. 

La probability qu’il soit un gargon est alors : 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 
III- Probabilites conditionnelles 111.2- Evenements independants 


IV- Denombrement 


On suppose maintenant qu’on sait que I’etudiant choisi au 
hasard a valide le module. 

21 

La probability qu’il soit un gargon est alors : — . 


I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 



On suppose maintenant qu’on sait que I’etudiant choisi au 
hasard a valide le module. 

21 

La probability qu’il soit un gargon est alors : — . 


Si on note cette probability p e (/A), on a : 


Pb(A) = 


p(A n B ) 

~p[bT 
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: Probability et Statistique 


I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 



On suppose maintenant qu’on sait que I’etudiant choisi au 
hasard a valide le module. 

21 

La probability qu’il soit un gargon est alors : — . 


Si on note cette probability p e (A), on a : 


Pb(A) = 


p(A n B ) 

~p[bT 


Ainsi, La realisation d’un evenement B peut modifier la 
probability de realisation d’un evenement A. 


■ : Probabilites et Statistiqi 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 
III- Probabilites condltionnelles 
IV- Denombrement 


Definition et proprietes 


Evenements independants 


111.1- Definition et proprietes 


Definition 


Soit (ft, T, p) un espace probabilise et soient A et B deux 
evenements tel que p(B ) ^ o. 

La probability de realisation de I’evenement A sachant que 
I’evenement B est realise, notee Pb(A), est definie par : 


Pb(A ) = 


p{A n B ) 

~pW~ 


On I’appelle probability conditionnelle et on lit probability de A 
sachant B. 


[ Statistique 


On utilise aussi la notation p(A\B). 


I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 

III- Probabilites conditionnelles III. 2- Evenements independants 

IV- Denombrement 


111.1- Definition et proprietes 


Proposition 

Soit (ft, T, p) un espace probabilise et soit B un evenement tel 
que p(B) ± 0, alors : 

L’application p B -T ->• [0, 1], definie par : 


V/AgT, 


Pb(A) = 


p{A n B) 
P(B ) 


est une probability sur ft, appelee probability conditionnelle de 
A sachant B. 


Remarque 

Toutes les Proprietes d’une probabilite p sont ainsi valable 
pour une probabilite conditionnelle p B . 
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I- Notions de base 


II- Espaces probabilises III-1- Definition et proprietes 



Exemple 

Une urne contient 3 boules blanches et 2 boules noires. 

On tire au hasard, successivement et sans remise 2 boules. 

Quelle est la probability que les deux boules tirees soient 
noires ? 


I- Notions de base 


II- Espaces probabilises III-1- Definition et proprietes 



Exemple 

Une urne contient 3 boules blanches et 2 boules noires. 

On tire au hasard, successivement et sans remise 2 boules. 

Quelle est la probability que les deux boules tirees soient 
noires ? 

On a p(/V 1 ) = p(/V 2 //V 1 ) = 1 

done p(A/i n N 2 ) = 
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: Probability et Statistique 


I- Notions de base 


II- Espaces probabilises III-1- Definition et proprietes 



Exemple 

Une urne contient 3 boules blanches et 2 boules noires. 

On tire au hasard, successivement et sans remise 2 boules. 

Quelle est la probability que les deux boules tirees soient 
noires ? 

On a p(/V 1 ) = p(/V 2 //V 1 ) = 1 

done p(A/ 1 nAI 2 )=p(A/ 2 /W 1 )xp(A/ 1 ) = i 
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i- Notions de base 

II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 

III- Probabilites conditionnelles 111.2- Evenements independants 

IV- Denombrement 

Formule des probabilites composees : 


Proposition (Formule des probabilites composees) 

Soient A-i , A 2l A n n evenements tels que 
p(A-, n A 2 n • • • n A n ) ± 0. Alors : 

p(A 1 n A 2 n ■ ■ ■ n A n ) = 

p(Ai )p(A 2 | A: )p{A 3 \A 2 n ^ ) . . . p{A„\A\ n A 2 n ■ ■ • n A„_i ) 



Definition et proprietes 
Evenements independan 


Formule des probability composees : 


Proposition (Formule des probabilites composees) 
Soient A-i , A 2l A n n evenements tels que 
p(Ai n A 2 n • • • n A n ) ± o. Alors : 


P(A: )P{A 2 \A ! )p{A 3 \A 2 n Ai ) . . . p{A„\A, n A 2 n ■ ■ • n A n _ i ) 
Exemple 

Line urne contient 7 boules noires et 3 boules blanches. On 
tire successivement sans remise 3 boules. 

Quelle est la probability de tirer 3 boules noires ? 


p(Ai n A 2 n • • • n A n ) 
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I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 



Systeme complet d’evenements 


Definition 

On dit que n evenements A\, A 2 , . . . , A n torment un systeme 
complet d’evenements de ft si : 

O Us sont deux ea deux incompatibles : 

V/Vy, Aj n /Ay = 0 

O Leur reunion est I’evenement certain : 

Ai u A 2 U . . . U A n = ft 


% 


On dit aussi que les ensembles A-\, A 2 , . . . , A n torment une 
partition de ft. 


i- Notions de base 

II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 

III- Probabilites conditionnelles 2- Evenements independants 

IV- Denombrement 


Formule des probabilites totales : 


Proposition (Formule des probabilites totales) 

Si {>4-1 , A 2 , . . . , A n } est un syseme complet d’evenements (de 
probabilites non nulles), alors quel que soit I’evenement B, on 


p(B) = J2 pa,(B) x p(A) = ^P(A n B) 
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V7 : Probabilites et Statistique 


I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 
III- Probability conditionnelles 111.2- Evenements independants 


IV- Denombrement 


Exemple 

On considere un groupe forme de 40 hommes et 60 femmes. 
Dans ce groupe, 50% des hommes sont fumeurs et 30% des 
femmes sont fumeuses. 

On choisit un individu au hasard. Quelle est la probability qu’il 
soit un fumeur ? 


I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 
III- Probability conditionnelles 111.2- Evenements independants 


IV- Denombrement 


Exemple 

On considere un groupe forme de 40 hommes et 60 femmes. 
Dans ce groupe, 50% des hommes sont fumeurs et 30% des 
femmes sont fumeuses. 

On choisit un individu au hasard. Quelle est la probabilite qu’il 
soit un fumeur ? 

Quelle est la probabilite qu’il soit un homme, sachant qu’il est 
fumeur ? 
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I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 


IV- Denombrement 

Formule de Bayes : 


Corollaire (Formule de Bayes) 

Si {/At , A 2 , . . . , A,} est un syseme complet d’evenements (de 
probabilites non nulles) et si B est un evenement de 
probabilite non nulle, alors : 


Pb(Aj) = r 


P(Aj) x p A .(S) 


J2p Ai (B)xp( A) 
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I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 
III- Probabilites conditionnelles 111.2- Evenements independants 


IV- Denombrement 


Exemple 

Trois machines M-\ , M 2 et M 3 de fabrication mecanique 
produisent respectivement 25%, 35% et 40% de la production 
totale. 

5% des pieces produites par M ^ sont defectueuses 
4% des pieces produites par M 2 sont defectueuses 
3% des pieces produites par M 3 sont defectueuses 


I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 
III- Probabilites conditionnelles 111.2- Evenements independants 


IV- Denombrement 


On choisi au hasard une piece de la production. 

Q Quelle est la probability que la piece choisie soit fabriquee 
par M-\ et qu’elle soit defectueuse ? 

O Quelle est la probability que la piece choisie soit 
defectueuse ? 

O Si la piece choisie est defectueuse, quelle est la 
probability qu’elle soit fabriquee par ? 
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: Probabilites et Statistique 


I- Notions de base 

II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 


IV- Denombrement 

III. 2- Evenements independants 


Definition 

Deux evenements A et B d’un meme espace probabilise sont 
dits independants si et seulement si la realisation de I’un n’a 
aucune influence sur la probability de realisation de I’autre. On 
a alors : 

p(A/B)=p(A) 

et 

p(B/A)=p(B ) 
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I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 

III- Probability conditionnelles 

IV- Denombrement 


Corollaire 

Deux evenements A et B sont dits independants si et 
seulement si : 

p(AnB) = p(A)xp(B) 


% 
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II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 

III- Probabilites conditionnelles 111.2- Evenements independants 


IV- Denombrement 


Exemple 

On lance un de deux fois. Soit les evenements : 
A = ’’obtenir un point pair au premier lancer” 

B = ’’obtenir le point 1 ou 4 au deuxieme lancer” 
Les evenements A et B sont-ils independants ? 


% 


Parcours MIP (S4) Module Ml 47 : Probabilites et Statistique 


exemple 

On considere une famille et les evenements : 

A = ”la famille a des enfants de sexes differents” 

B = ”la famille a au plus une fille” 

Les evenements A et 6 sont-ils independants dans les deux 
cas suivants : ? 

• ler cas : La famille est composee de 2 enfants. 

• 2eme cas : La famille est composee de 3 enfants. 


II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 

III- Probabilites conditionnelles 111.2- Evenements independants 


IV- Denombrement 


Remarque 

9 II ne faut pas confondre evenements independants et 
evenements incompatibles : 
independants =>• p(A n B) = p(A ) x p(B) 
incompatibles =*• p(A n B) = 0 

9 Dans une suite de tirages successifs avec remise, les 
tirages sont independants. 

9 Dans une suite de tirages successifs sans remise, les 
tirages ne sont pas independants. 

9 si A et B sont independants, il en est de meme pour les 
paires d’evenements A et B; A et B; A et B. 
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II- Espaces probabilises 111.1- Definition et proprietes 

III- Probabilites conditionnelles 111.2- Evenements independants 


IV- Denombrement 


exemple 

On effectue une suite de tirages successifs dans une urne qui 
contient n boules dont r boules rouges. 

Quelle est la probability pour que la premiere boule rouge 
apparaisse au troisieme tirage ? 


% 
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Generalisation a n evenements 


Definition 

n evenements A , A 2 , ... .A n d’un meme espace probabilise 
sont dits independants dans leurs ensemble si pour toute 
famille de p (p > 2) evenements A h , A t2 . A ip choisis parmi 
les evenements A-\, A 2 , . . . , A n , on a : 

p{\ r.A k r....p. A p ) = p(A, ) x p{A k ) x ... x p(A p ) 


Remarque 

n evenements A-\, A 2 , . . . , A„ peuvent etre independants deux 
a deux sans etre independants dans leurs ensemble. 

Exemple 

On jette deux des et on considere les evenements suivants : 

A-\ = ’’obtenir un point pair par le ler de” 

A 2 = ’’obtenir un point pair par le 2eme de” 

A 3 = ”la somme des points obtenus par les deux des est paire” 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 
III- Probabilities conditionnelles 


IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multipllcatif 

IV.4- Arrangements 
IV.5- Combinaisons 


IV- Denombrement 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multiplicatif 


IV.5- Combinaisons 


On se place dans le cas ft fini et equiprobabilite. 

On a alors pour tout evenement A : 

_ Nombre de cas favorables _ Card(A) 
P Nombre de cas possibles Card(Q ) 


Remarque 

Le denombrement des cas favorables et des cas possibles 
peut necessiter des calculs d’analyse combinatoire que nous 
allons rappeler dans ce dernier paragraphe. 
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IV. 1 - Cardinal 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 
ibabilites conditionnelles 
IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multiplicatif 

IV.3- p-listes 

IV.4- Arrangements 

IV.5- Combinaisons 


Definition 

Soit E un ensemble fini. On appelle cardinal de E, note 
Card(E), le nombre d’elements de E. 


Notions de base 


IV.1- Cardinal 


II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.2- Principe multiplicatif 
IV.3- p-listes 

IV.5- Combinaisons 


Exemple 

Dans un groupe de 85 etudiants, 62 ont valide le module de 
Math, 54 ont valide le module de Physique et 20 n’ont valide 
aucun module. 

Combien d’etudiants ont valide les deux modules ? 
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Notions de base 


IV.1- Cardinal 


II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.2- Principe multiplicatif 


IV.3- p-listes 
IV.5- Combinaisons 


Proprietes : 

9 Soit A c E. On a : Card(A ) = Card(E) - Card(A) 

9 Si A| , A 2 , A? constituent une partition de E, alors : 

Card(E) = Card{A^ + Card{A 2 ) + ... + Card(A n ) 
9 Soient Ei et E 2 deux ensembles finis. On a : 

Card (Ei x E 2 ) = Card(E^) x Card(E 2 ) 

9 Soient A et B deux parties de E. On a : 

Card (A u B) = Card (A) + Card(B) - Card (A n B ) 



■ : Probabilites et Statistiqi 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multiplicatif 


IV.5- Combinaisons 


Proprietes : 


• Soient A ,A 2 ,...,A n , n parties de E. On a : 

Card{ |J Aj) = 

/-i 

( H ) /C+1 J2 Card (Ah nA k n...n AJ 

k—1 \ 1<ii<i 2 . <k<n / 


% 
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IV.2- Principe multiplicatif 


Exemple 

Un code comporte deux lettres suivies de trois chiffres non 
nuls. Combien peut-on former de codes distincts ? 


Notions de base 


IV.1- Cardinal 


IV- Denombremenl 


IV.2- Principe multiplicatif 
IV.3- p-listes 

IV.5- Combinaisons 


IV.2- Principe multiplicatif 


Exemple 

Un code comporte deux lettres suivies de trois chiffres non 
nuls. Combien peut-on former de codes distincts ? 

Principe 

Si la realisation d’un evenement A se fait en k etapes 
presentant respectivement n u n 2 ... . ,n k possibles, alors le 
nombre total de possibility de realisation de A est egale au 
produit : r?! x n 2 x . . . x n k . 
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IV.3- p-listes 


Notions de base 


IV.1- Cardinal 


II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.2- Principe multiplicatif 
IV.5- Combinaisons 


Definition 

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit p e N*. 

On appelle liste de p elements (ou p-liste) de E, tout p-uplet 
d’elements de E. 

C’est done une suite de p elements choisis successivement et 
avec remise parmi n elements en tenant compte de I’ordre 
d’apparition. 

Remarque 

L’ensemble des p-listes de E est I’ensemble produit cartesien 
EP = E x E x ...x E,{p fois). 
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Module Ml 47 : Probability et Statistique 


I- Notions de base 


II- Espaces probabilises 
III- Probability conditionnelles 
IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 


IV.2- Principe multiplicatif 

IV.4- Arrangements 
IV.5- Combinaisons 


Proposition 

Le nombre des p-listes d’un ensemble E de cardinal n est egal 
a n p . 


Exemple 

On tire successivement avec remise 4 boules, d’une urne qui 
contient 1 0 boules numerotees de 0 a 9. 
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I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 


IV.2- Principe multiplicatif 

IV.4- Arrangements 
IV.5- Combinaisons 


Exemple 

Au loto sportif, on coche I’une des trois cases 1 , N ou 2 pour 
chacun des 15 matches selectionnes. 

Denombrer le nombre de grilles possibles. 
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I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 


IV.2- Principe multiplicatif 

IV.4- Arrangements 
IV.5- Combinaisons 


Exemple 

Au loto sportif, on coche I’une des trois cases 1 , N ou 2 pour 
chacun des 15 matches selectionnes. 

Denombrer le nombre de grilles possibles. 

Chaque grille est une 1 5-liste de I’ensemble E = {1 , N, 2}. II y 
a done 3 13 = 1594323 grilles possibles. 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 


IV.2- Principe multiplicatif 

IV.4- Arrangements 
IV.5- Combinaisons 


Astuce 

On fait appel au nombre de p-listes (n p ) lorsqu’on denombre le 
nombre de fagon de choisir au hasard, successivement et 
avec remise, p elements parmi n (done avec prise en compte 
de I’ordre et avec repetition). 


Notions de base 


IV.1- Cardinal 


I- Espaces probabilises 
abilites conditionnelles 
IV- Denombrement 


IV.2- Principe multiplicatif 

IV.4- Arrangements 
IV.5- Combinaisons 


IV. 4- Arrangements 


Definition 

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit p e N*. 

On appelle arrangement sans repetition de p elements (ou 
p-arrangement) de E tout p-uplet d’elements distincts de E. 
C’est done une suite de p elements distincts choisis 
successivement et sans remise parmi n elements en tenant 
compte de I’ordre d’apparition. 

On note A p n le nombre d’arrangement sans repetition de p 
elements parmi n. 
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I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 
III- Probabilites conditionnelles 


IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multiplicatif 


IV.5- Combinaisons 


Proposition 

Le nombre d’arrangement sans repetition de p elements 
choisis parmi n elements de E, note A p n , est egal a : 

A p n = n(n-1)...(n-p+-\) = 

Remarque 

On doit avoir necessairement p < n, sinon on pose A p n = 0. 


% 
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I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multiplicatif 


IV.5- Combinaisons 


Exemples 

9 Dans une urne contenant 10 boules numerotees de 0 a 9, 
on tire successivement sans remise 4 boules. 

9 Le nombre de fagons de placer p objets distincts dans n 
cases, (chaque case pouvant contenir au plus 1 objet). 

9 Le nombre de tierce possibles dans I’ordre avec 20 
chevaux. 
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V7 : Probability et Statistique 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 


IV.5- Combinaisons 


Astuce 

On fait appel au nombre d’arrangement A p n lorsqu’on 
denombre le nombre de fagon de choisir, au hasard 
successivement et sans remise, p elements parmi n (done 
avec prise en compte de I’ordre mais sans repetition). 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 
III- Probability conditionnelles 


IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 


IV.5- Combinaisons 
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I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multiplicatif 


IV.5- Combinaisons 


Exemple 

« Le nombre de fagons de placer 7 personnes sur 7 
chaises. 

» 4 livres de math, 3 livres de physique et 5 livres de chimie 
sont a placer dans 12 cases. On veut placer les livres de 
chaque categorie les uns a cote des autres. Combien 
a-t-on de dispositions possibles ? 
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: Probability et Statistique 


Notions de base 


IV.1- Cardinal 


II- Espaces probabilises 
■ Probability conditionnelles 
IV- Denombrement 


IV.2- Principe multiplic 
IV.3- p-listes 


IV.4- Arrangements 

IV.5- Combinaisons 


Permutations avec repetitions 
Proposition 

Supposons que certains des elements de E sont identiques : 
Supposons qu’on a k elements distincts (k < n), chacun d’eux 

apparaissant n u n 2 . . ... n k fois, avec n^ + n 2 + b n k = n, 

alors le nombre de permutations possibles est : 
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Module Ml 47 : Probability et Statistique 


Notions de base 


IV.1- Cardinal 


II- Espaces probabilises 
■ Probability conditionnelles 
IV- Denombrement 


IV.2- Principe multiplicatif 


IV.4- Arrangements 

IV.5- Combinaisons 


Exemplel 

Line urne contient 2 boules rouges identiques, 3 boules 
blanches identiques et 4 boules noires identiques. 

De combien de fagons peut-on choisir les 9 boules ? 

Exemple2 

Combien de permutations peut-on effectuer avec les lettres du 
mot EVENEMENT ? 
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Notions de base 


IV.1- Cardinal 


II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.2- Principe multiplicatif 


IV.5- Combinaisons 


IV.5- Combinaisons 


Definition 

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit p e N*. 

On appelle combinaison de p elements (ou p-combinaison) de 
E, tout sous-ensemble constitue de p elements de E. 

C’est done une famine de p elements distincts choisis parmi n 
elements sans tenir compte de I’ordre d’apparition. 

On note C p n le nombre de combinaison de p elements choisis 
parmi n. 
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Module Ml 47 : Probability et Statistique 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 
III- Probabilites conditionnelles 


IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multiplicatif 


IV.5- Combinaisons 


Proposition 

Le nombre de combinaison de p elements choisis parmi n 
elements de E, note C%, est egal a : 


n P-( n ~ P)! 

Remarque 

On doit avoir necessairement p < n, sinon on pose C% = 0. 


% 
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I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multiplicatif 

IV.5- Combinaisons 


Exemples 


• dans une urne contenant 49 boules numerotees de 1 a 
49, on tire simultanement 6 boules. 

« Le nombre de droites que Ton peut tracer a partir de 7 
points 

9 Le nombre de fagons de placer p objets indiscernables 
dans n cases (chaque case pouvant contenir au plus 1 
objet) 
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: Probability et Statistique 


Notions de base 


IV.1- Cardinal 


II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.2- Principe multiplic 
IV.3- p-listes 


IV.5- Combinaisons 


• Dans un jeu de 32 cartes, on choisit 5 cartes au hasard 
(ces 5 cartes s’appellent une ’’main”). 

Q Nombre de mains possibles : 

Q Nombre de mains qui contiennent exactement 3 as : 

O Nombre de mains qui contiennent au moins 3 as : 
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I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 

IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multiplicatif 


IV.5- Combinaisons 


Astuce 

On fait appel au nombre de combinaison C% lorsqu’on 
denombre le nombre de fagon de choisir, au hasard et 
simultanement, p elements parmi n (done sans repetition et 
sans prise en compte de I’ordre). 


I- Notions de base 
II- Espaces probabilises 
Probability conditionnelles 


IV- Denombrement 


IV.1- Cardinal 

IV.2- Principe multiplicatif 

IV.5- Combinaisons 


Proprietes 

A p n = P'.C" p 
C° = C% = 1 
C p = Cn~ p 
C P n = C p z] + C p _, 

{a + b) n = ^2 C p a p b n ~ p 

p = o 

= 2 " 

P= 0 
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Resume des astuces de choix des methodes de 
denombrement 


Methode 

Tirages 

Ordre 

Repetitions 

Denombremen' 

p-istes 

S. A. R. 

Oui 

Oui 

rP 

p-arrangements 

S. S. R. 

Oui 

Non 

A p n 

p-combinaisons 

Simultane 

Non 

Non 

c "§' 


I- Definition 

II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 
III- Fonction de repartition 


V- Lois de probabilite usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


Chapitre 4 

Variables aleatoires 


% 
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Introduction 


Le but de ce chapitre et du chapitre suivant est d’introduire des 
outils de calcul des probability avec les variables aleatoires. 

Line variable aleatoire consiste a associer une valeur 
numerique a chaque element de ft. 


I- Definition 

II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 


V- Lois de probabilite usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


Exemple 

On jette deux des. 

A chaque element (/,/) e Q, on associe la somme # + j. 
On definit ainsi une application X : Q R. 

L’ensemble des valeurs prises par cette application (note 
X(Q)) est : 

X(Q) = 
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I- Definition 

II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 


V- Lois de probabilite usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


Exemple 

On jette deux des. 

A chaque element (/,/) e ft, on associe la somme # + j. 
On definit ainsi une application X : Q R. 

L’ensemble des valeurs prises par cette application (note 
X(Q)) est : 

X(Q) = {2, 3, 4, . . . , 1 2} 

X est une variable aleatoire sur ft. 


■ : Probability et Statistiqi 


I- Definition 


I- Definition 


Definition 

Soit (ft, T, p) un espace probabilise. 

On appelle variable aleatoire definie sur ft toute application 
X Al-> Ft telle que pour tout x e Ft, /’ ensemble 
A = {oj € ft / X(u) < x} soit un evenement (ie. A e 17 - 


Si la tribu T est egale a "P(ft), toute application de ft dans R 
est une variable aleatoire. 


Remarque : 


De fagon analogue aux caracteres statistiques, on distinguera 
deux cas : les variables aleatoires discretes et les variables 
aleatoires continues. 

• Line variable aleatoire qui ne prend qu’un nombre fini ou 
denombrable de valeurs (X(ft) denombrable) est qualifiee 
de discrete. 

• Line variable aleatoire qui prend une infinite non 
denombrable de valeurs (X(ft) non denombrable) est dite 


I- Definition 

II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 


V- Lois de probabilite usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


Dans la suite de ce chapitre, on ne considere que des 
variables aleatoires discretes (X(Q) denombrable). 

On note X(ft) = {xi , x 2 , ...} I’ensemble des valeurs prises par 
la variable aleatoire X. 


I- Definition 

II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 


V- Lois de probabilite usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


Notations : 

Soit X : ft ->• R une variable aleatoire discrete. 

« Pour chaque valeur x / 6 X(ft), I’ensemble 
X~\xj) = {oj g Q/X(w) = x/} est un evenement que I’on 
note egalement {X = x,). 

9 Soit /cR L’ensemble X _1 (/) = {wen, X{uj) e /} est un 
evenement. On le note (X € /). 

• On utilise aussi la notation : (X < a), (X > a), 

(a < X < b ), ... 
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I- Definition 

II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 


V- Lois de probabilite usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


Exemples 

9 On lance trois fois une piece de monnaie. 
Soit X = nombre de piles obtenues. 

X est une variable aleatoire discrete. 

On aX(ft) = {0, 1,2,3}. 

(X = 1 ) est I’evenement {PFF, FPF, FFP}. 
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I- Definition 

e probabilite d une variable aleatoire discrete 
III- Fonction de repartition 


V- Lois de probabilite usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


On jette deux des. 

Soit X = la somme des points obtenus. 

X est une variable aleatoire discrete. 

On a X(fi) = {2, 3, . . . , 1 2}. 

(X = 3) est I’evenement {(1 , 3), (2, 2), (3, 1 )}. 
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II- Loi de probability d’une 
variable aleatoire discrete 






IV- Parametres d’une variable aleatoire 
V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 

II- Loi de probability d’une variable discrete 


Definition 

Soit (ft, T, p) un espace probabilise et soitX une variable 
aleatoire discrete sur ft. 

On appelle loi de probability de X, I’application, notee p x , 
definie de X(ft) dans [0, 1] qui a chaque vaieurx-, e X(ft) fait 
correspondre la probability Px(x) = P( x = */)■ 


% 
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Ill- Fonction de repartition 



VI- Couple de variables aleatoires 


Remarque : 

9 Pour definir la loi de probability d’une variable aleatoire 
discrete X, il taut et il suffit de connaTtre les valeurs 
Px(xi), V xi € X(Q). 

9 On a : 


Px(x,)=P(X = x,) = P(M) 

(even/ xh=*;) 

• Si X(Q) est fini, on peut representer la loi de probability 
de X sous forme d’un tableau. 

9 On doit avoir ^ p x (x,) = 1 . 

x,eX(n) 
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Exemple 

On jette deux des. 

A chaque element (ij) e Q, on associe la somme / + j. On 
definit ainsi une v.a.d. X 

X(Q) = { 2 , 3 , 4 , . . . , 1 2 } 

Loi de probabilite de X : 


Exemple 

On jette deux des. 

A chaque element (i,j) e Q, on associe la somme / + j. On 
definit ainsi une v.a.d. X 

X(Q) = {2, 3, 4, . . . , 1 2} 

Loi de probability de X : 


Xj 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

P{Xi ) 

1 

36 

2 

36 

3 

36 

4 

36 

5 

36 

6 

36 

5 

36 

4 

36 

3 

36 

2 

36 

1 

36 



Remarque : 

On peut generaliser la notion de I’evenement ( X = x,) et 
definir pour tout intervalle / c R, I’evenement : 

{X g /) = {cj € Q/ X{oj) g /}. 

On a alors p x (l ) = p{X e I ) = ^p(X = x,). 

Xi&l 


% 
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Ill- Fonction de repartition 


Ill- Fonction de repartition 


Definition 

Soit (ft, T, p) un espace probabilise et soitX une variable 
aleatoire discrete sur ft. 

On appelle fonction de repartition de X, I’ application , notee 
F x , definie de R vers [0, 1 ] par : 

V t € R, F x {t) = p{X < t ) 


Proprietes : 

« F x est croissante, 

9 F x est constante par intervalle (fonction en escalier), 
• F x est discontinue en x, (continue a droite), 


• p(X > a) = 1 - F x (a), 

• p(a<X<b) = F x (b ) - F x (a), 

• p(X = a) = F x (a) - lim F x (t) 

t^a~ 

9 Le saut de discontinuity au point x , est egal a p(x,). 


I- Definition 

II- Loi de probability d une variable aleatoire discrete 


IV.1- Esperance mathematique 


VI- Couple de variables aleatoires 


IV- Parametres d’une variable 
aleatoire 



II- Loi de probability d’une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition IV.1- Esperance mathematique 

IV- Parametres d’une variable aleatoire IV.2- Variance et ecart-type 

V- Lois de probability usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 

IV.1- Esperance mathematique 


Definition 

Soit X une variable aleatoire discrete. On appelle esperance 
mathematique de X le nombre reel (si il existe), note E(X), 
defini par : 

E(X)= J2 */P(* = */) 

x,eX(f2) 


Remarque : 

Si X(Q) est fini, E(X) existe toujours. 

Si X(Q) est infini, E(X) existe sous reserve de convergence. 
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II- Loi de probability d’une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition IV.1- Esperance mathematique 

IV- Parametres d’une variable aleatoire IV.2- Variance et ecart-type 

V- Lois de probability usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


Remarque : 

On a aussi : 

e(x) = £xhp(M) 

wen 




II- Loi de probability d’une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition IV.1- Esperance mathematique 

IV- Parametres d’une variable aleatoire IV.2- Variance et ecart-type 

V- Lois de probability usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


Remarque : 

Soit X une variable aleatoire discrete et soit f une fonction 
reelle. Alors f(X) est une variable aleatoire discrete et on a 

mx))= T. f(Xi)p(x=»i) 

Xi£X(n) 

En particulier si f(x) = x r , On obtient 

E(X r )= x iP( x = x,) 

* ; eX(n) 

E(X r ) s’appelle le moment d’ordre r de X. 
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II- Loi de probability d’une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition IV.1- Esperance mathematique 

IV- Parametres d’une variable aleatoire IV.2- Variance et ecart-type 

V- Lois de probability usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 

IV.2- Variance - ecart-type 


Definition 

On appelle variance de X le nombre reel (si il existe), note 
V(X), defini par : 

V(.X)= E (x i-E(X)fp(X = Xi) 

x,eX(n) 


V(X) = E((X-E(X» 2 ) 
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Ill- Fonction de repartition 
IV- Parametres d'une variable aleatoire 


IV.1- Esperance mathematique 


VI- Couple de variables aleatoires 


Formule simplifiee : V(X) = E(X 2 ) - ( E(X )) 2 


V(X) 


E *? p( x = */) - ( £ ( x » 2 

v x,GX(f2) ) 


Loi de probabilite d’une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition IV.1- Esperance mathematique 

IV- Parametres d'une variable aleatoire IV.2- Variance et ecart-type 

V- Lois de probabilite usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


Definition 

On appelle ecart-type de X le nombre, note a(X), defini par : 


*{X) = y/V(X) 
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II- Loi de probability d’une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition IV.1- Esperance mathematique 

IV- Parametres d’une variable aleatoire IV.2- Variance et ecart-type 


VI- Couple de variables aleatoires 


Exemple 

On lance un de et on suppose que Ton gagne 10 dh si on 
obtient la face 1 ; 5 dh si on obtient la face 2 ou 3; 2 dh si on 
obtient la face 4 et on perd 5 dh si on obtient la face 5 ou 6. 

On note X la v.a. qui represente le gain. 




II- Loi de probability d’une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition IV.1- Esperance mathematique 

IV- Parametres d’une variable aleatoire IV.2- Variance et ecart-type 


V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


On a la loi de probability de X : 


Xj 

-5 

2 

5 

10 

Pi 

1/3 

1/6 

1/3 

1/6 




II- Loi de probabilite d’une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition IV.1- Esperance mathematique 

IV- Parametres d’une variable aleatoire IV.2- Variance et ecart-type 


VI- Couple de variables aleatoires 


On a la loi de probabilite de X : 


Xj 

-5 

2 

5 

10 

Pi 

1/3 

1/6 

1/3 

1/6 


L’esperance mathematique du gain est 

E{X) = —5*1/3 + 2*1/6 + 5*1/3 + 10*1/6 = 2 dh. 

La variance est donnee par : 

V(X) = 25*1/3 + 4*1/6 + 25*1/3 + 100*1/6 4 = 30. 
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II- Loi de probability d une variable aleatoire discrete 


III- Fonction de repartition 
IV- Parametres d'une variable aleatoire 


IV.1- Esperance mathematique 


VI- Couple de variables aleatoires 


Proprietes : 

Soient X et Y deux variables aleatoires definies sur un meme 
espace probabilise et a et b deux constantes reelles, on a : 

O E{aX + b) = aE[X ) + b 
O V(aX + b) = a 2 V(X) 

Q E{X + Y) = E{X) + E{Y) 

O Si X et Y sont independantes alors : 

E(XY) = E(X)E(Y) 

V(X + Y) = V(X)+ V(Y) 
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I- Definition 

probabilite d une variable aleatoire discrete 



V- Lois de probabilite usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 

V.3- Loi de Poisson 

V.5- Loi hypergeometrique 


V- Lois de probabilite 
discretes usuelles 



II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probabilite usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 

V.1- Loi uniforme 


V.1- Loi uniforme 

V.3- Loi de Poisson 

V.5- Loi hypergeometrique 


Definition 

On dit qu’une variable aleatoire discrete X suit une loi 
uni forme sur {1,2 , n} ssi 

X(Q) = {1,2 

et 

V/ceX(Q) p(X = fr) = l 


On note X ->• U([ 1 ..ri\). 


% 
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Ill- Fonction de repartition 


IV- Parametres d’une variable aleatoire 
V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 

V.3- Loi de Poisson 

V.5- Loi hypergeometrique 


Exemple 

Dans une urne contenant n boules numerotees de 1 a n, on 
tire une boule au hasard. 

Soit la variable aleatoire qui designe le numero de la boule 
tiree. 




V.1- Loi uniforme 
V.3- Loi de Poisson 


V.5- Loi hypergeometrique 


Proposition 

Si X est une variable aleatoire discrete qui suit une loi 
uni forme sur [1 ..n] alors on a : 


E{X) = 


n + 1 


V(X) = 
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V.2- Loi binomiale 


Epreuve de Bernoulli 


Definition 

On appelle epreuve de Bernoulli de parametre p toute epreuve 
aleatoire n’ayant que deux resultats possibles : 

S appele succes avec la probability p 
S appele echec avec la probability q = 1 - p. 



Ill- Fonction de repartition 


IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probability usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 



Exemple 

- On lance une piece de monnaie, p = q = 0.5. 

- On lance un de et on considere S = ’’obtenir la face 5 ou 6”. 



V.5- Loi hypergeometrique 


V.2- Loi binomiale 
V.3- Loi de Poisson 


■ Loi uniforme 


V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


Variable et Loi de Bernoulli 


Definition 

Soit ft = {S, S} I’univers d’une epreuve de Bernoulli de 
parametre p. 

soit X la variable aleatoire designant le nombre de succes. 

X est appelee variable de Bernoulli et la loi de X est appelee 
loi de Bernoulli de parametre p. 
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Module Ml 47 : Probability et Statistique 




V.1- Loi uniforme 
V.2- Loi binomiale 
V.3- Loi de Poisson 


V.5- Loi hypergeometrique 


Proposition 

Si X est une variable aleatoire qui suit une loi de Bernoulli de 
parametre p alors on a : 

X(fi) = {0,1} 

V7e G X(Q) p(X — k) = p k q 1 ~ k 
E(X) = p 

V{X) = p(1 - p) = pq 
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I- Definition 

II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probabilite usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 


V.2- Loi binomiale 
V.3- Loi de Poisson 

V.5- Loi hypergeometrique 


Variable et Loi binomiale 


Definition 

Soit X la variable aleatoire designant le nombre de succes 
obtenus en repetant n fois, de manieres independantes, une 
epreuve de Bernoulli de parametre p. 

X est appelee variable binomiale et la loi de X est appelee loi 
binomiale de parametres n et p. 


On note X B(n,p). 
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V.1- Loi uniforme 
V.2- Loi binomiale 
V.3- Loi de Poisson 


V.5- Loi hypergeometrique 


Proposition 

Une variable aleatoire X suit une loi binomiale de parametres 
n etp si et seulement si : 

X(Q) = {0,1 


Vfr € X(Q), p{X = k) = C k n p k q n ~ 1 


% 
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V.1- Loi uniforme 
V.2- Loi binomiale 
V.3- Loi de Poisson 


V.5- Loi hypergeometrique 


Proposition 

Soit X une variable aleatoire qui suit une loi binomiale de 
parametres n et p. Alors on a : 

E(X) = np 

V(X) = npq 


■ : Probabilites et Statistiqi 




V.1- Loi uniforme 
V.2- Loi binomiale 
V.3- Loi de Poisson 


V.5- Loi hypergeometrique 


Reconnaissance 

On reconnait qu’une variable aleatoire X suit une loi binomiale 
de parametres n et p si X represente le nombre de succes 
obtenus en repetant n fois, de maniere independante, une 
epreuve de Bernoulli de parametre p. 


% 


Parcours MIP (S4) Module Ml 47 : Probabilites et Statistique 




V.1- Loi uniforme 
V.2- Loi binomiale 
V.3- Loi de Poisson 


V.5- Loi hypergeometrique 


Exemple 

On lance n fois un de. 

• Quelle est la probability d’obtenir k fois le chiffre 5 ? 

• Combien de lancers faut-il effectuer pour que la 
probability d’obtenir au moins une fois le chiffre 5 soit 
superieure a 0.9 ? 

• On suppose n = 12. Calculer la moyenne d’apparition du 
chiffre 5. 


% 
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V.1- Loi uniforme 
V.2- Loi binomiale 
V.3- Loi de Poisson 

V.5- Loi hypergeometrique 

Remarque 

- On a : ^ C k p k q n ~ k = 1 

k=0 

- L’expression de la loi binomiale est le terme general c 
coefficients du binome de Newton 


(p + q) n = ^2 C k p k q n ~ k 

k = 0 

d’ou le nom de loi binomiale. 

- Pour les grandes valeurs de n les calculs de la loi binomiale 
deviennent tres difficiles. On peut, sous certaines conditions, 
utiliser des approximations avec d’autres loi§ (vqj,r plus loin). 
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Ill- Fonction de repartition 


IV- Parametres d’une variable aleatoire 
V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 

V.3- Loi de Poisson 


V.1- Loi uniforme 


V.3- Loi de Poisson 


V.5- Loi hypergeometrique 


Definition 

On dit qu’une variable aleatoire X suit une loi de Poisson de 
parametre A > 0 si et seulement si : 

X(Q) = N 

et k ^ 

V/t e X(Q) = N , p(X = k)= A -®p 
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on note X ->• V{\). 


I- Definition 

II- Loi de probabilite d'une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probabilite usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 

V.3- Loi de Poisson 

V.5- Loi hypergeometrique 


Remarque 

Une variable aleatoire X qui suit une loi de Poisson est une 
variable aleatoire denombrable (X(ft) = N). 


uniforme 


de Poisson 


Proposition 

Soit X une variable aleatoire qui suit une loi de Poisson de 
parametre X. Alors on a : 

E(X) = X 
V(X) = X 
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Loi uniforme 
Loi de Poisson 



Reconnaissance 

On reconnait qu’une variable aleatoire X suit une loi de 
Poisson de parametre A si X represente le nombre de succes 
obtenus en repetant, de maniere independante, une epreuve 
de Bernoulli pendant une periode donnee durant laquelle la 
moyenne de succes est egale a A. 

La loi de Poisson modelise le nombre d’occurrences d’un 
phenomene par unite de temps (nombre de clients a un 
guichet par heure, nombre d’arrivees d’avions a un aeroport 
par jour, nombre d’accidents sur une autoroute par mois ). 
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I- Definition 

II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probabilite usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 

V.3- Loi de Poisson 

V.5- Loi hypergeometrique 


Exemple 

On admet que le nombre moyen d’appels telephoniques regus 
par un standard, durant une heure est egal a 10 appels. 
Donner la probabilite que le nombre d’appels regus durant une 
periode de 6 mn soit > 4. 


% 
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I- Definition 

II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probabilite usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 

V.3- Loi de Poisson 

V.5- Loi hypergeometrique 


Soit X la variable aleatoire qui represente le nombre d’appels 
regus pendant la periode T = 6 mn = QAheure. 

OnaX^ P(1), Done 


P(X > 4) = 1 - P{X < 4) = 


uniforme 


de Poisson 



Approximation d’une loi binomiale 


Proposition 

Soit X une variable aleatoire qui suit une loi binomiable de 
parametres n et p. 

Si n est assez grand (n > 50) et p petit de telle sorte que le 
produit np soit <5 (p< 0.1 ), alors on peut approximer la loi 
binomiale B(n,p ) par une loi de Poisson de parametre A = np : 
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Ill- Fonction de repartition 


IV- Parametres d’une variable aleatoire 
V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 

V.4- Loi geometrique 


V.1- Loi uniforme 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometrique 


On repete, de maniere independante, une epreuve de 
Bernoulli de parametre pjusqu’a I’obtention du premier 
succes. 


Definition 


Soit X la variable aleatoire designant le nombre de repetitions 
effectuees. 

La loi de probability de X est appelee loi geometrique (ou loi 
de Pascal) de parametres p. 
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I- Definition 

Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probabilite usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometrique 


Proposition 

Une variable aleatoire X suit une loi geometrique de 
parametres p Si et seulement si : 

X(Q) = N* 

et 

Vk€X(fl), p(X = k) = pq k ~' 
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Loi de probability d une variable aleatoire discrete 
III- Fonction de repartition 
IV- Parametres d’une variable aleatoire 
V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometrique 


Proposition 

Soit X une variable aleatoire qui suit une loi geometrique de 
parametres p. Alors on a : 




J 
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II- Loi de probabilite d’une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probabilite usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometriqu 


Reconnaissance 

On reconnait qu’une variable aleatoire X suit une loi 
geometrique de parametre p si X represente le nombre de 
repetitions independantes d’une epreuve de Bernoulli de 
parametre p jusqu’a ce que le premier succes se realise. 


I- Definition 

II- Loi de probabilite d'une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probabilite usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 

V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometriqu 


Remarque 

Une variable aleatoire X qui suit une loi geometrique est une 
variable aleatoire denombrable (X(ft) = N*). 


Exemple 


Une urne contient 5 boules blanches et 10 boules noires. On 
tire des boules au hasard et avec remise jusqu’a ce qu’on 
obtienne la premiere boule blanche (succes). 

Quelle est la probability que la premiere boule blanche soit 
tiree apres 4 tirages ? 


V.1- Loi uniforme 


III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probability usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometriqu 


Soit X la variable aleatoire qui represente le nombre de boules 
tirees jusqu’a I’obtention d’une boule blanche. 


P(X = 4 ) = (|) 3 1 
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: Probability et Statistique 


II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 
III- Fonction de repartition 
IV- Parametres d’une variable aleatoire 
V- Lois de probabilite usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 

V.5- Loi hypergeometrique 


V.1- Loi uniforme 


V.3- Loi de Poisson 


V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometrique 


Definition 

Soit E = SuS un ensemble forme de N = (N^ + N 2 ) elements. 
On suppose S forme de N-\ elements S forme de N 2 elements. 
On choisit au hasard, simultanement ou successivement sans 
remise, n elements dans /’ ensemble E. 

Soit X la variable aleatoire designant le nombre d’elements 
choisis appartenant a S (succes). 

La loi de probabilite de X est appelee loi hypergeometrique de 
parametres , N 2 et n. 
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Ill- Fonction de repartition 


IV- Parametres d’une variable aleatoire 
V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 
V.2- Loi binomiale 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometrique 


Proposition 

Une variable aleatoire X suit une loi hypergeometrique de 
parametres , N 2 etn si et seulement si : 

X(Q) = {sup( 0, n - N 2 ), inf(n, N -\ )} 

et ^ 

vftex(n), p(x = k) = 

u A/ 1l +Afe 


On note X -»• , N 2 , n). 


% 
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probability d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probability usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometrique 


Proposition 

Soit X une variable aleatoire qui suit une loi hypergeometrique 
de parametres , N 2 et n. Alors on a : 

E(X) = np 

. „ ... N — n 
V W = n Wjpr- r 

avec 

N = N,+N 2: p=^, q = 1 - p 
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Ill- Fonction de repartition 


IV- Parametres d’une variable aleatoire 
V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometrique 


Exemple 

Un joueur coche une grille de loto : il choisit 6 numeros parmi 
{1,2,. ..,49}. 

Parmi les 49 numeros, il y a 6 numeros gagnants (succes) et 
43 numeros non gagnants. 

1) Calculer la probability qu’a le joueur pour obtenir k numeros 
gagnants, 

2) En moyenne, combien de numeros gagnants obtient-on en 
jouant une grille de loto ? 
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3i uniforme 


III- Fonction de repartition 
■ Parametres d’une variable aleatoire 
V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


V.2- Loi binomiale 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometrique 


Notons X la variable aleatoire correspondant au nombre de 
numeros gagnants. 

OnaX^ 6, 43, 6), Done 

X(Q) = {0, 6} 


et 


p{X = k) = 


U 6 U 43 

C 4 6 9 
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: Probability et Statistique 


I- Definition 

II- Loi de probabilite d une variable aleatoire discrete 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire 

V- Lois de probabilite usuelles 

VI- Couple de variables aleatoires 


V.1- Loi uniforme 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometrique 


On obtient : 


k 

0 

1 

2 

3 

-5C 

II 

0. 

0.436 

0.413 

0.132 

0.0177 


k 

4 

5 

6 

p(X = k ) 

9, 69.1 0" 4 

1 , 84.1 0 -b 

7,15.10-° 


On a E(X) = np = 6^ ~ 0.735 

Done en moyenne, on obtient moins d’un numero gagnant par 
grille cochee. 
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3i uniforme 


V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


V.2- Loi binomiale 


V.3- Loi de Poisson 
V.4- Loi geometrique 
V.5- Loi hypergeometrique 


Remarque 

Si le choix de n elements dans I’ensemble E = S u S se fait 
successivement et avec remise alors on a : 


X{Q) = {0, 1 , n} 


p(X = k) = 


rk N*(N 2 y- k 
Cn N n 
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On retrouve la loi binomiale. 


riable aleatoire discrete 


V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


VI. 1- Loi d un couple aleatoire 

VI.2- Variables aleatoires independantes 


VI- Couple de variables 
aleatoires 



VI. 1- Loi d’un couple aleatoire 


Definition 

Soit (ft, T, p) un espace probabilise et soientX et Y deux 
variables aleatoires discretes surQ. 

On appelle loi de probabilite du couple ( X , Y ) I’application, 
notee P(x,Y), definie de X(ft) x /(ft) dans [0, 1 ] par : 

V(x /5 y y ) g X(ft)x /(ft), p {x ,Y)(Xi,yj ) = P ((X = *,) n (/ = y y )) 


Les lois de probabilite de X et de / s’appellent lois marginales 
du couple. 




VI- Couple de variables aleatoires 


VI. 1- Loi d un couple aleatoire 

VI.2- Variables aleatoires independantes 


Remarques : 


• Pour definir la loi de probability du couple (X, Y), il taut et 
il suffit de connaTtre les valeurs p,y = P( X y)(x/,yy), 

V (*/,//) € X(ft) x V(Q). 

• On doit avoir ^p,y = 1 . 


• P( X ,Y)U x J) P((X e /) n (Y e J)) - J2 PiJ 

Xiei,yjeJ 

9 Si X(ft) et /(Q) sont finis, la loi du couple (X, /) et les 
lois marginales de X et de / peuvent etre representees 
par un tableau a deux dimensions appele tableau de 
contingence : 


% 
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V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


VI. 1- Loi d un couple aleatoire 

VI.2- Variables aleatoires independantes 


Y 

X 

Yi 

72 


y> 


ym 

Total 

*1 

Pi i 

Pi 2 


Pv 


P\m 

Pi* 1 ) 

*2 

P21 

P22 


P2> 


P2m 

P(* 2 ) 









Xj 

P/1 

P/2 


Pa 


Pirn 

P(Xi) 









Xk 

P/cl 

Pk2 


Pkj 


Pkm 

P{x k ) 

Total 

p(n) 

P(72) 


P(yy) 


p{y m ) 

1 
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V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


VI. 1- Loi d un couple aleatoire 

VI.2- Variables aleatoires independantes 


On a : 

P(*/) = X> 

y=i 

k 

p(yj) = Y,P'j 


X>(*/) = f>(y y ) = = 1 

N ;-i /=i m 
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V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


VI. 1- Loi d un couple aleatoire 

VI.2- Variables aleatoires independantes 


Exemple 

On place au hasard deux boules numerates 1 et 2 dans deux 
boTtes A et B. 

X designe le nombre de boTtes vides. 

Y designe le nombre de billes dans la boTte A. 


VI- Couple de variables aleatoires 

VI. 2- Variables aleatoires independantes 


Definition 

Deux variables aleatoires X etY sont dites independantes si 
et seulement si\/(Xj,yj) e X(Q) x Y(Q), les evenements 
(X = X/) et(Y = yj ) sont independants. 




V- Lois de probability usuelles 
VI- Couple de variables aleatoires 


Loi d un couple aleatoire 
Variables aleatoires independantes 


Corollaire 

Deux variables aleatoires X etY sont elites independantes si 
et seulement si 

V(x,,y y ) e X(Q) x Y{D), p(x„y y ) = p(x,) x p(y y ) 

On dit alors que la loi du couple ( X , Y ) est egale au produit 
des lois marginales. 


% 
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VI- Couple de variables aleatoires 

VI. 3- Covariance 


Definition 

On appelle covariance des variables aleatoires X etY le 
nombre reel (si il existe), note COV(X, Y), defini par : 

COV(X, Y) = E(XY) - E{X).E(Y) 

On a : 

E(XY)= Y. Xl-yiP(Xi,,l) 

x,eX(f2), y ; e/(Q) 


Proprietes : 


Soient X et Y deux variables aleatoires et a et b deux 
constantes reelles, on a : 

• COV(X + a,Y + b) = COV(X, Y ) 

® COV(aX,bY) = ab.COV(X, Y) 

• E(XY)=E(X).E(Y)+COV(X,Y) 

• V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2COV(X,Y) 

• Si X et Y sont independantes alors COV(X, Y) = 0 
La reciproque est fausse. 





VI. 1- Loi d un couple aleatoire 
VI.2- Variables aleatoires independant' 


Exemple 


\ Y 

x\ 

0 

1 

2 


0 

0 

n - 

2 

0 

n - 

2 

1 

1 

4 

0 

1 

4 

1 

2 


1 

1 

_ 2 _ 

1 

1 


On a : E{X) = 1, E(Y)=1/2, et E(XY)=1/2. 
Cependant X et Y ne sont pas independantes. 
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VI. 1- Loi d un couple aleatoire 

VI.2- Variables aleatoires independantes 


Exercice 

La loi du couple de variables ( X , Y) est definie par le tableau 
suivant : 


\ y 

X\ 

1 

2 

3 

1 

0 

n - 

2 

0 

2 

1 

JL 

0 

1 

-A- 
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VI. 1- Loi d un couple aleatoire 

VI.2- Variables aleatoires independantes 


1) Determiner les lois des variables X et Y. 

2) X et Y sont-elles independantes ? 

3) Calculer la covariance de X et Y. Conclure. 


% 


Parcours MIP (S4) Module Ml 47 : Probability et Statistique 





VI. 1- Loi d un couple aleatoire 

VI.2- Variables aleatoires independantes 


Exercice 

Soient X et Y deux variables aleatoires independantes 
definies sur un meme univers, dont les lois de probability sont 
donnees par : 


Xj 

0 

1 

2 

3 

P{*i) 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 


Yi 

1 

2 

3 

P(Yi) 

0.25 

0.5 

0.25 
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1) Calculer I’esperance et la variance des deux variables. 

2) Donner la loi de probability conjointe de X et Y. 

3) Etablir la loi de probability de T = X+ Y. Calculer E(T) et 
V(T). 

4) Etablir la loi de probability de Z = XY. Calculer E(Z) et 
V(Z). 

5) Calculer Cov{X, Y). 


Chapitre 5 

Variables aleatoires continues 



Introduction 


Dans ce chapitre, on suppose que I’ensemble X(Q) est infini 
non denombrable. 


Exemple 

On lance une fleche sur une cible materialisee par un disque 
de rayon ft. On a : 

ft = {M(x, y ) / x 2 + y 2 < ft} 

On note X la variable aleatoire qui designe la distance du point 
d’impact de la fleche au centre du disque. On a : 


Exemple 

On lance une fleche sur une cible materialisee par un disque 
de rayon ft. On a : 

ft = {M(x, y ) / x 2 + y 2 < ft} 

On note X la variable aleatoire qui designe la distance du point 
d’impact de la fleche au centre du disque. On a : 

X(ft)= [0 ,ft] 

On dit que X est une variable aleatoire continue. 


I- Definition 


Definition 

Soit ft un univers inf ini non denombrabie. 

Une variable aleatoire X definie sur ft est dite continue si et 
seulement si /’ ensemble X(ft) est inf ini non denombrabie. 


- On lance deux des et on s’interesse a la distance qui les 
separe. 

- On mesure la glycemie dans le sang d’un individu. 


I- Definition 

II- Densite de probabilite 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire continue 

V- Lois usuelles continues 

II- Densite de probabilite 

Definition 

Une fonction f est une densite de probabilite ssi 
O f{t)> 0 VfGM, 

O J °°f(t)dt = 1. 

Definition 

Soient f une densite de probabilite etX une variable aleatoire 
continue. On dit que f est une densite de X ssi 

rb 

V(a,b)el 2 , p(a <X<b) = J f{t)dt 
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Remarque 


La densite de X definit completement la loi de probability de X. 


II- Densite de probabilite 

III- Fonction de repartition 


III- Fonction de repartition 


Definition 

Soit X une variable aleatoire continue de densite f. 

On appelle fonction de repartition de X, I’application, notee F, 
definie de R vers [0,1] par : 

V x g M, F(x) = p(X <x) = J f(t)dt 


On a : f(x) = F'(x) 


% 
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Remarque 

La fonction de repartition de X determine completement la loi 
de probability de X. 


II- Densite de probability 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d'une variable aleatoire continue 

V- Lois usuelles continues 




Proprietes : 

Soit X une variable aleatoire continue, F sa fonction de 
repartition. On a : 
a F est continue sur K, 
a F est croissante sur K, 
a lim F(x) = 0 

X — ^ — oo 

a lim F(x) = 1, 

X— >+oo 
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II- Densite de probability 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d’une variable aleatoire continue 

V- Lois usuelles continues 

Proprietes : 

Soit X une variable aleatoire continue, F sa fonction de 
repartition et f sa densite de probability. On a : 

<* p(X < a) = p(X < a) = F(a) = J f(t)dt, 

• p(X > a) = p(X > a) = 1 - F(a) = J f{t)dt, 

9 p(a < X < b) = p(a <X<b) = p(a < X < b) = p(a < 
X < b) = F{b) - F{a) = J f{t)dt, 

• p(X = a) = 0, 
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II- Densite de probability 

III- Fonction de repartition 

IV- Parametres d'une variable aleatoire continue 

V- Lois usuelles continues 




Exemple : 

Soit X une variable aleatoire dont la densite de probability est 
donnee par : 


w={ 


ke~ 2x 

0 


si x > 0 
sinon 


Q Determiner k et representer f(x). 

Q Determiner et representer la fonction de repartition F(x). 
O Calculer les probability des evenements (X > 2) et 
(— 1 < X < 2). 
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IV- Parametres d’une variable 
aleatoire continue 



IV. 1 - Esperance mathematique 

Soit X une variable aleatoire continue et soit f sa densite de 
probability. 

Definition 

L’esperance mathematique de X (si elle existe) est definie par : 



Si ip est une fonction reelle continue, alors 





IV.2- Variance et ecart-type 


Definition 

On suppose que I’esperance de X existe. 

La variance de X (si elle existe) est definie par : 

V(X) = E(X 2 )-(E(X)f 


Definition 

Si la variance de X existe, i’ecart-type de X est defini par : 





Esperance mathematique 
Variance et ecart-type 


Proprietes 

Soient X et Y deux variables aleatoires continues et a et b 
deux constantes reelles. On a : 

• E{aX + b) = aE{X) + b, 

9 V(aX + b) = a 2 V(X), 

9 E(X+Y) = E{X) + E{Y), 
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Si X et Y sont independantes alors : 
• E(XY) = E(X)E(Y) 

9 V{X+ Y) = V{X)+ V(Y). 


Exemple : 

Calculer I’esperance et I’ecart-type de la variable aleatoire de 
I’exemple precedent. 


II- Densite de probability 

III- Fonction de repartition IV.1- Esperance mathematique 

IV- Parametres d une variable aleatoire continue IV.2- Variance et ecart-type 
V- Lois usuelles continues 




Exercice : 

Soit X une variable aleatoire dont la densite de probability est 
definie par : 

l sif€[1,2[ 

l sitG[2,4[ 

0 sinon 

1) Determiner la constante k. 

2) Determiner la fonction de repartition de X. 

3) Calculer les probability suivantes : 
p(X > 3), p(1 < X < 3), p(3 < X < 5). 
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4) Calculer I’esperance et la variance de X. 

Soit Y une variable aleatoire definie par Y = 4 - X. 

5) Determiner la fonction de repartition et la fonction densite 
de probability de Y. 

6) Calculer I’esperance et la variance de Y. 


V- Lois usuelles continues 



V.1- Loi uniforme 


Definition 

Soit X une variable aleatoire continue. On dit que X suit la loi 
uniforme sur I’intervalle [a, b] ssi sa densite de probability est 
definie par : 

m = { trh site[a ’ b] 

I 0 sinon 


On note X U{[a , b]). 
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Proposition 

Soit X une variable aleatoire continue qui suit une loi uniforme 
sur i’intervaiie [a, b\. Alors on a : 


Fx{t ) = 


0 

t - a 


sit < a 

si t € [a, b] 


b- a 
1 si t > b 


E(X) = ^ 


m 
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exponentielle 
Normale ou loi de Gauss 





Figure: Densite de la loi uniforme. 
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exponentielle 
Normale ou loi de Gauss 



Figure: Fonction de repartition de la loi uniforme. 


% 
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VI- Approximations par une loi i 

V.2- Loi exponentielle 


Definition 

On dit qu’une variable aleatoire continue X suit la loi 
exponentielle de parametre A ssi sa densite de probability est 
definie par : 

' Ae~ Af 


si t > 0 


V- Lois usuelles continues 


VI- Approximations | 


Proposition 

Soit X une variable aleatoire continue qui suit une loi 
exponentielle de parametre A. Alors on a : 


Fx(l ) = { 


1 - e~ xt 

0 


sit >0 


sinon 


E(X) = 


V(X) = 


1 

A 

1 

A2 
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Figure: Densite de la loi exponentielle. 
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Figure: Fonction de repartition de la loi exponentielle. 
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V.3- Loi Normale ou loi de Gauss 


Definition 


On dit qu’une variable aleatoire continue X suit la loi normale 
de parametres m eta ssi sa densite de probability est definie 
par : 


m = 


1 


o\f2o: 


exp 


(■ t~m) 2 \ 

w ) 


Vf Gl 


On note X ->■ J\f(m, a). 
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I- Definition 



exponentielle 
Normale ou loi de Gauss 



Figure: Densite de probability de la loi normale pour differentes 
valeurs de m et a 


% 
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V- Lois usuelles continues 


VI- Approximations | 


Proposition 

Soit X une variable aleatoire continue qui suit une loi normale 
de parametres m et a. Alors on a : 

E{X ) = m 

V{X) = a 2 
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Remarque 

Soit X une variable aleatoire continue qui suit une loi normale 
de parametres m et a. Alors on a : 




T\/ 2n 


exp( 


( u - m ) 2 
2cr 2 


)du 


La fonction de repartition d’une loi normale ne peut 

pas etre exprimee a I’aide de fonctions usuelles. 


Remarque 

Pour surmonter cette difficulty nous utilisons des tables 
numeriques donnant les valeurs de la fonction de repartition 
d’une loi normale centree reduite A/\0, 1 ). 

Pour calculer numeriquement les valeurs de la fonction de 
repartition d’une loi normal eJ\T(m, a) quelconques, nous 
utilisons les propositions suivantes : 


Proposition 

Si X ->• M{m, a) alors la variable aieatoire centree reduite 
X* = — — — suit la loi normale J\f(0, 1 ). 

C 7 


J\f( 0,1) est appelee loi normale centree reduite. 




Figure: Densite et fonction de repartition de la loi normale 1 ) 
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- On note <p(t) et respectivement, la densite et la fonction 
de repartition de la loi AT( 0, 1 ). on a : 


<K0 = J <p(u)du 

- On dispose de tables numeriques donnant les valeurs </?(?) et 
(f>(t) pour t variant de 0 a 5.9 



- Pour les valeurs negatives de t, on utilise la proposition 
suivante : 

Proposition 

= <p(t) 

4 K-t ) = i - <Kt) 


■ : Probabilites et Statistiqi 



II- Densite de probabilite 
III- Fonction de repartition 
variable aleatoire continue 


V.2- Loi exponentielle 

V.3- Loi Normale ou loi de Gau 


; usuelles continues 


VI- Approximations par une loi i 


Proposition 

Soit X a). Alors les valeurs de la fonction de 

repartition F x (t) et de la fonction densite de probabilite f x (t ) 
de X se deduisent de celles de la loi normale centree reduite 
1 ) a I’aide des relations suivantes : 
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Utilisation de la table numerique de <p{t) 


• Pour les valeurs de t variant de 0 a 2.99, on lit les 
decimales dans les lignes de la premiere colonne et les 
centiemes dans les colonnes de la premiere ligne. 


Utilisation de la table numerique de <p{t) 


• Pour les valeurs de t variant de 0 a 2.99, on lit les 
decimales dans les lignes de la premiere colonne et les 
centiemes dans les colonnes de la premiere ligne. 

Par exemple, la valeur de 0(1 .34) se trouve a 
I’intersection de la ligne 1 .3 et de la colonne 0.04 


Utilisation de la table numerique de <p{t) 


• Pour les valeurs de t variant de 0 a 2.99, on lit les 
decimales dans les lignes de la premiere colonne et les 
centiemes dans les colonnes de la premiere ligne. 

Par exemple, la valeur de 0(1 .34) se trouve a 
I’intersection de la ligne 1 .3 et de la colonne 0.04 


• Pour les valeurs de t comprises entre 3 et 5.9, la table 
donne 1 - 0(f). On lit la partie entiere dans les lignes de 
la premiere colonne et les decimales dans les colonnes 
de la premiere ligne. La notation {rrr, k} signifie m 10 _/( . 


• Pour les valeurs de t comprises entre 3 et 5.9, la table 
donne 1 - 0(f). On lit la partie entiere dans les lignes de 
la premiere colonne et les decimales dans les colonnes 
de la premiere ligne. La notation {rrr, k} signifie m 10 _/( . 

Par exemple, la valeur de 1 - </>(4.6) se trouve a 
I’intersection de la ligne 4 et de la colonne 0.6 


• Pour les valeurs de t comprises entre 3 et 5.9, la table 
donne 1 - 0(f). On lit la partie entiere dans les lignes de 
la premiere colonne et les decimales dans les colonnes 
de la premiere ligne. La notation {rrr, k} signifie m 10 _/( . 

Par exemple, la valeur de 1 - 0(4.6) se trouve a 
I’intersection de la ligne 4 et de la colonne 0.6 

On trouve {2.1 1 ; 6}, c’est a dire 0(4.6) = 1-2.111 0 -6 . 


Pour les valeurs de t comprises entre 0 et 5.9 avec plus 
de 2 chiffres apres la virgule, on determine 0(f) soit par 
arrondi soit par interpolation. 


• Pour les valeurs de t comprises entre 0 et 5.9 avec plus 
de 2 chiffres apres la virgule, on determine 0(f) soit par 
arrondi soit par interpolation. 

Par exemple, la valeur de 0(1 .3476) peut etre soit 
approximee par 0(1 .35) (on trouve 0.91 149), soit calculee 
par interpolation a partir des valeurs de 0(1 .34) et 0(1 .35) 
(on trouve 0.91110). 


• Pour les valeurs de t comprises entre 0 et 5.9 avec plus 
de 2 chiffres apres la virgule, on determine 0(f) soit par 
arrondi soit par interpolation. 

Par exemple, la valeur de 0 ( 1 . 3476 ) peut etre soit 
approximee par 0(1 . 35 ) (on trouve 0 . 91 149 ), soit calculee 
par interpolation a partir des valeurs de 0(1 . 34 ) et 0(1 . 35 ) 
(on trouve 0 . 91110 ). 

• Pour les valeurs negatives, on utilise 0(-f) = 1 - 0(f). 





exponentielle 
Normale ou loi de Gauss 


• Pour les valeurs de f comprises entre 0 et 5.9 avec plus 
de 2 chiffres apres la virgule, on determine 0(f) soit par 
arrondi soit par interpolation. 

Par exemple, la valeur de 0(1 .3476) peut etre soit 
approximee par 0(1 .35) (on trouve 0.91 149), soit calculee 
par interpolation a partir des valeurs de 0(1 .34) et 0(1 .35) 
(on trouve 0.91110). 

• Pour les valeurs negatives, on utilise 0(-f) = 1 - 0(f). 

• Pour les valeurs de t > 5.9, on considere que 0(f) ~ 1 . 
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Utilisation de la table numerique de ip(t) 


• Pour les valeurs de t comprises entre 0 et 2.99, on lit les 
decimales dans les lignes de la premiere colonne et les 
centiemes dans les colonnes de la premiere ligne. 


Utilisation de la table numerique de ip(t) 


• Pour les valeurs de t comprises entre 0 et 2.99, on lit les 
decimales dans les lignes de la premiere colonne et les 
centiemes dans les colonnes de la premiere ligne. 

Par exemple, la valeur de </?(1 -34) se trouve a 
I’intersection de la ligne 1 .3 et de la colonne 0.04 


Utilisation de la table numerique de ip(t) 


• Pour les valeurs de t comprises entre 0 et 2.99, on lit les 
decimales dans les lignes de la premiere colonne et les 
centiemes dans les colonnes de la premiere ligne. 

Par exemple, la valeur de </?(1 -34) se trouve a 
I’intersection de la ligne 1 .3 et de la colonne 0.04 


• Pour les valeurs de t comprises entre 3 et 5.9, on lit la 
partie entiere dans les lignes de la premiere colonne et 
les decimales dans les colonnes de la premiere ligne. La 
notation {m, k} signifie m 1 0~ k . 


• Pour les valeurs de t comprises entre 3 et 5.9, on lit la 
partie entiere dans les lignes de la premiere colonne et 
les decimales dans les colonnes de la premiere ligne. La 
notation {m, k} signifie m 10 _k . 

Par exemple, la valeur de <^(4.6) se trouve a I’intersection 
de la ligne 4 et de la colonne 0.6 



• Pour les valeurs de t comprises entre 3 et 5.9, on lit la 
partie entiere dans les lignes de la premiere colonne et 
les decimales dans les colonnes de la premiere ligne. La 
notation {m, k} signifie m 10 _k . 

Par exemple, la valeur de <^(4.6) se trouve a I’intersection 
de la ligne 4 et de la colonne 0.6 

On trouve {1 .01 ; 5}, c’est a dire <p(4.6) = 1 .01 1 0 -5 . 


Parcours MIP (S4) Module Ml 47 


: Probability et Statistique 


• Pour les valeurs de t comprises entre 0 et 5.9 avec plus 
de 2 chiffres apres la virgule, on determine ip(t) soit par 
arrondi soit par interpolation. 


• Pour les valeurs de t comprises entre 0 et 5.9 avec plus 
de 2 chiffres apres la virgule, on determine ip(t) soit par 
arrondi soit par interpolation. 

• Pour les valeurs de t > 5.9, on considere que <p{f) ~ 0. 


• Pour les valeurs de t comprises entre 0 et 5.9 avec plus 
de 2 chiffres apres la virgule, on determine ip(t) soit par 
arrondi soit par interpolation. 

• Pour les valeurs de t > 5.9, on considere que <p{f) ~ 0. 

• Pour les valeurs negatives, on utilise <p(-t) = <p(t ). 


- Soit X -> Af(3.5, 2). Calculer P(X < 4). 

- Soit X Af(50,4). Calculer P( 40 < X < 60). 


I- Definition 

II- Densite de probabilite 

III- Fonction de repartition 


VI. 1- Theoreme de la limite centrale 
VI.2- Approximation de la loi binomiale 
VI. 3- Approximation de Poisson 


VI- Approximations par une loi i 


VI- Approximations par une loi 
normale 



VI- Approximations pa 


VI. 1- Theoreme de la limite centrale 
VI.2- Approximation de la loi binomiale 
VI.3- Approximation de Poisson 


VI. 1- Theoreme de la limite centrale 


Theoreme 

Soit Xi , X 2 , . . . , X n n variables aleatoires independantes, de 
meme loi de probability, done de meme esperance m et de 
meme variance a 2 . 

on considere la variable aleatoire S n = Alors : 

/=i 

Pour n assez grand, la variable aleatoire S n converge vers la 
loi A f(nm, \ fria ). 


% 
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On note S n ~ Af{nm , ^/na). 





VI. 1- Theoreme de la llmlte centrale 
VI.2- Approximation de la loi binomiale 
VI. 3- Approximation de Poisson 


Exemple 

Un caissier constate une erreur d’au plus 1 0 dh par jours (en 
plus ou en moins). 

Quelle est la probability pour que I’erreur commise au bout de 
220 jours soit inferieure a 200 dh ? 


VI. 2- Approximation de la loi binomiale 


Proposition 

SoitX ->• B(n,p). Alors : 

Pour n suffisamment grand (n > 50) et p et q pas trop proches 
de zero (np > 5 et nq > 5), la loi binomiale B(n, p) peut etre 
approximee par la loi normale de parametres m = np et 
a = yfnpq. 




II- Densite de probabilite 
III- Fonction de repartition 
variable aleatoire continue 
V- Lois usuelles continues 


VI. 1- Theoreme de la limite centrale 
VI.2- Approximation de la loi binomiale 
VI. 3- Approximation de Poisson 


p(X = k)~- tp ^ j , 0 < k < n 
p{k-\ < X < k 2 ) ~ </> ^ j -<f> ^ — — — j , 0 < k-\ < k 2 < n 


% 
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II- Densite de probability 
III- Fonction de repartition 
Parametres d’une variable aleatoire continue 
V- Lois usuelles continues 


VI. 1- Theoreme de la limite centrale 
VI.2- Approximation de la loi binomiale 
VI. 3- Approximation de Poisson 


Exemple 

On lance un de 4500 fois. On appelle X la variable aleatoire 
qui compte le nombre d’apparition de la face N° 1 . 

1) Quelle est la loi de probability de X ? 

2) Calculer les probability suivantes : 

-p(X= 1 000) - p(980 < X < 1 030), 

- p(980 < X < 1030). 
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II- Densite de probabilite 
III- Fonction de repartition 
variable aleatoire continue 


VI. 1- Theoreme de la 


VI.2- Appr 
VI-3- Appr 



limite centrale 


i usuelles continues 


VI- Approximations par une loi i 


VI. 3- Approximation de la loi Poisson 


Proposition 

SoitX ->• V{\). Alors : 

Pour X suffisamment grand (X > 20), la loi de Poisson V(X) 
peut etre approximee par la loi normale de parametres m = X 

eta = Vx. 

X^Af{X, VX). 
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II- Densite de probabilite 
III- Fonction de repartition 
variable aleatoire continue 
V- Lois usuelles continues 


VI. 1- Theoreme de la limite centrale 


p(X = k)~^-(p , k € N 

k,<k 2 


% 
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Exemple 

Une Clinique traite en moyenne deux urgences par jour. 
Quelle est la probability pour que la Clinique traite plus de 70 
urgences par mois ? 


150 


Annexe C - Tables 


numeriques 


C.l Loi normale 


Fonction de repartition de la loi normale reduite : $(x) 





0 . 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

3. 

{1.35;3} 

{9.68 ;4} 

{6.87 ;4) 

{4.83 ;4} 

{3.37 ;4} 

{2.33 ; 4} 

{1.59 ;4} 

{1.08 ; 4} 

{7.23; 5} 

{4.81 ; 5 } 

4. 

{3.17 ;5} 

{2.07 ;5} 

{1.33 ;5) 

{8.54 ;6} 

{5.41 ;6} 

{3.40 ; 6} 

{2.11 ;6} 

{1.30 ; 6} 

{7.93 ;7} 

{4.79 ; 7} 

5. 

{2.87; 7} 

{1.70; 7} 

{9.96 ; 8} 

{5.79 ; 8} 

{3.33 ; 8} 

{1.90 ; 8} 

{1.07 ; 8} 

{5.99 ;9) 

{3.32 ;9} 

{1.82 ;9} 


N.B. La notation {m ;k} signifie m 10" 




C.l - Loi normale 
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1 / \ 

Densite de la loi normale reduite : (p(x) — —j= exp( — — ) 

v27r ' 2 / 



Table de ip(x) pour les grandes valeurs de x 


X 

0. 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

3. 

{4.43 ;3} 

{3.27 ; 3} 

{2.38 ; 3} 

{1.72 ; 3 

{1.23; 3} 

{8.73 ;4} 

{6.12 ; 4} 

{4.25 

4} 

{2.92 

4} 

{1.99 ; 4} 

4. 

{1.34 ;4} 

{8.93 ; 5} 

{5.89 ;5} 

{3.85 ; 5 } 

{2.49 ; 5} 

{1.60 ;5} 

{1.01 ; 5} 

{6.37 

6} 

{3.96 

6} 

{2.44 ; 6} 

5. 

{1.49 ;6} 

{8.97 ;7) 

{5.36 ;7} 

{3.17 ; 7} 

{1.86 ; 7} 

{1.08 ;7} 

{6.18 ; 8} 

{3.51 

8} 

{1.98 

8} 

{1.10 ; 8} 


N.B. La notation {m ;k} signifie m 10 k . 




